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Рассматриваются свойства решений матричной игры, полученные автором и изложенные в

восьми теоремах. Эти свойства используются для упрощения матричной игры и нахождения ее

решений в процессе разработки и принятия решений в условиях неопределенностей, в конф�

ликтных ситуациях.

Рассмотрим проблему принятия решений

в некоторой экономической или другой сис�

теме1. Обычно выделяют три объекта:

1) объект управления (управляемая подсисте�

ма), 2) управляющая подсистема, 3) среда. Уп�

равляющая подсистема действует на объект

управления посредством альтернативных уп�

равляющих воздействий. Методика исследо�

вания задач принятия решений на основе ма�

тематического моделирования состоит в реа�

лизации следующих трех этапов: 1) построе�

ния математической модели задачи принятия

решения; 2) нахождения оптимального реше�

ния в соответствии с выбранным принципом

оптимальности; 3) анализа полученных резуль�

татов. Для построения такой модели необхо�

димо рассмотреть три множества: 1) множе�

ство Х альтернатив; 2) множество Y исходов

(результатов); 3) множество Z возможных со�

стояний среды. Всякий результат ∈y Y  суще�

ственно зависит от выбора альтернативы

∈x X  и возможного состояния среды ∈z Z .

Поэтому в общем случае будем считать, что

существует функция ( )= ,y F x z , характеризу�

ющая указанную зависимость, при этом пред�

полагается, что параметр Z является неизвест�

ным в момент принятия решения. Функцию

( )= ,y F x z  называют функцией реализации

или отображением × →:F X Z Y , которое

каждой упорядоченной паре вида ( ),x z  ста�

вит в соответствие исход y . Набор объектов

 составляет реализационную

структуру задачи принятия решения, выража�

ющую связь между выбираемыми альтерна�

тивами, состоянием среды, обстановки и по�

лучаемыми результатами. Рассмотрим тот

случай, когда структура среды такова, что дей�

ствуют активно в условиях неопределеннос�

тей несколько управляющих подсистем, про�

тивников, имеющих противоположные инте�

ресы. В этом случае задача принятия решения

описывается указанной функцией реализации

( )= ,y F x z  в ситуации, когда один субъект

осуществляет выбор альтернативы ∈x X , а

другой субъект выбирает альтернативу ∈z Z

в условиях конфликта и в условиях неопреде�

ленности: выбор альтернативы одним субъек�

том характеризует неопределенность обстанов�

ки для другого субъекта, т.е. субъекты нахо�

дятся в условиях неопределенности типа “ак�

тивный партнер”. Проблема принятия реше�

ний в условиях такой неопределенности осу�

ществляется посредством теории игр � мате�

матической дисциплины, предметом изучения

которой служат математические модели кон�

фликтных ситуаций. Если множество альтер�

натив X, множество исходов Y и множество Z

состояний среды конечны, то ситуацию выбо�

ра альтернативы в условиях неопределеннос�

ти можно представить с помощью таблицы (или

матрицы A), иллюстрирующей действие фун�

кции ( )= ,y F x z , где ∈x X , ∈z Z , ∈y Y .

Будем считать, что множества X , Z  таковы:

{ }= 1 2, ,..., mX x x x , { }= 1 2, , ..., nZ z z z . Тогда

множество Y имеет mn  элементов:

. Множество исходов Y

интерпретируется матрицей ×m nY  размера

×m n . Если выбрана альтернатива , а

состояние среды при этой альтернативе есть

jZ , то соответствующий исход ijY  находится

в матрице на пересечении i�й строки и j�го
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столбца. Заметим, что многие проблемы тео�

рии игр решаются в рамках матричных игр,

которые задаются своими матрицами. В дан�

ной статье сообщаются результаты исследо�

вания автора о свойствах решений матричной

игры.

Решением матричной игры называют на�

бор объектов ( ){ }=* * * *
*, , ,x y V H x y ,

где *
x  � оптимальная смешанная страте�

гия первого игрока, *
y  � оптимальная сме�

шанная стратегия второго игрока,

( )= * *
* ,V H x y  � выигрыш первого игрока в

ситуации ( )* *
,x y , называемый значением мат�

ричной игры. Оптимальными в игре

( )=< >, , ,Г X Y H x y  называют любые страте�

гии 
*

x , *
y  ( )∈ ∈* *

,x X y Y , если выполняют�

ся неравенства

( ) ( ) ( )≤ ≤* * * *
, , ,H x y H x y H x y , ∈x X ,

∈y Y .

Заметим, что матричная игра упрощает�

ся за счет возможного уменьшения разме�

ров ее матрицы, если строки и столбцы дан�

ной матрицы связаны определенными соот�

ношениями.

Автором статьи сформулированы и дока�

заны восемь теорем, которые выражают свой�

ства набора объектов { }* *
*, ,x y V , являюще�

гося решением матричной игры.

Теорема 1. Для того чтобы набор объектов

{ }* *
*, ,x y V  являлся решением игры в смешан�

ных стратегиях с матрицей ×m nA , необходимо и

достаточно, чтобы выполнялись неравенства

( ) ( )× × × × × ×
′ ′

≤ ≤* *
1 1 * 1 1

ji
m m n n m m n n

e A y V x A e ,

= 1,2, ...,i m ; = 1,2, ...,j n ,

где ×1
i
me  � i�й единичный орт m�мерного евк�

лидова пространства mE ; ×1
j
n

e  � j�й еди�

ничный орт n �мерного евклидова простран�

ства 

nE

; “′” � обозначение операции транс�

понирования матрицы; 

×
*

1ny

 � матрица, име�

ющая n строк и один столбец (оптималь�

ная смешанная стратегия второго игрока);

×
*

1mx  � матрица, имеющая m строк и один

столбец (оптимальная смешанная стратегия

первого игрока); *V  � цена игры; ×m nA  �

матрица, имеющая m строк и n столбцов.

Теорема 2. Если набор объектов { }* *
*, ,x y V

есть решение игры с матрицей выигрышей ×m nA

и если k�я координата оптимальной смешанной

стратегии *
x  первого игрока положительна

( )>*
0kx , а + + + =* * *

1 1 2 2 *...k k kn na y a y a y V ,

{ }=* * * *
1 2, ,..., ny y y y , то выполняется следующее

равенство:

( )× × ×
′

= *
* 1 1

k
m m n nV e A y ,

где *V  � цена игры, { }× =* * * *
1 1 2, , ...,n ny y y y  � оп�

тимальная смешанная стратегия второго иг�

рока, ×1
k
me  � k�й единичный орт m�мерного

евклидова пространства mE .

Теорема 3. Если множество объектов

{ }* *
*, ,x y V  есть решение игры с матрицей

выигрышей ×m nA  и если I�я координата *
ly

оптимальной смешанной стратегии *
y  второ�

го игрока положительна ( )>*
0ly , а

+ + + =* * *
1 1 2 2 *...l l ml ma x a x a x V , то выполняется

следующее равенство:

( )× × ×
′

= *
* 1 1

l
m m n nV x A e ,

где *V  � цена игры, { }=* * * *
1 2, , ..., mx x x x  � оп�

тимальная смешанная стратегия первого иг�

рока, l
e  � I�й единичный орт n�мерного ев�

клидова пространства nE .

Теорема 4. Если множество

{ }= * *
*, ,Г x y V  � решение игры с матрицей

nmA ×  и если k�я координата *
kx  вектора
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{ }**
2

*
1

*
,...,, mxxxx =  равна нулю ( )0

* =kx , а I�я

координата *
ly  вектора { }**

2
*
1

*
,...,, nyyyy =  так�

же равна нулю ( )0
* =ly , то множество

{ }*
**

1 ,~,~ VyxГ =  является решением игры с

матрицей B, полученной из матрицы nmA ×  пу�

тем вычеркивания k�й строки и I�го столбца,

где ( )**
1

*
1

*
2

*
1

*
,...,,,...,,~

mkk xxxxxx +−= ,

( )**
1

*
1

*
2

*
1

*
,...,,,...,,~

nll yyyyyy +−= ,

mk ,...,2,1= , nl ,...,2,1= .

Определение. Простым решением игры

с матрицей nmA ×  называется такое решение

{ }*
**

,, Vyx , которое удовлетворяет равенствам

( ) *
11* ×××

′
= nnm

i
m yAeV , mi ,...,2,1= ;

( ) j
nnmm eAxV

1
*

1* ×××
′

= , nj ,...,2,1= .

Теорема 5. Если игра с квадратной невы�

рожденной матрицей допускает простое ре�

шение, то это решение единственно и имеет

вид

( ) '
1

1'
*

*
×

−
×= nnm dAVx , '

1
1

*
*

×
−
×= nnn dAVy ,

1
1

1

*

1

×
−
××

=
nnnn dAd

V ,

где ( )1,...,1,11 =×nd .

Теорема 6. Если набор объектов

{ }*
**

,, VyxГ A =  является решением игры с

матрицей ( )ijnm aA =× , mi ,...,2,1= , nj ,...,2,1=

в смешанных стратегиях, то множество

{ }α+= *
**

,, kVyxГ B
 является решением игры

в смешанных стратегиях с матрицей

( )α+=× ijnm kaB , где число 0>k , α  � любое

действительное число, ; nj ,...,2,1= .

Теорема 7. Если множество

{ }α+= *
**

,, kVyxГ B
 является решением игры

с матрицей ( )α+=× ijnm kaB  в смешанных

стратегиях, где число 0>k , α  � любое дей�

ствительное число, ; nj ,...,2,1= , то

множество { }*
**

,, VyxГ A =  является решени�

ем игры в смешанных стратегиях с матрицей

( )ijnm aA =× , mi ,...,2,1= , nj ,...,2,1= .

Справедливость взаимно обратных теорем

6 и 7 свидетельствует о том, что верна следу�

ющая теорема, выражающая необходимый и

достаточный признак того, когда тройка объек�

тов { }*
**

,, Vyx  является решением игры в сме�

шанных стратегиях с матрицей nmA × .

Теорема 8. Для того, чтобы множество

{ }*
**

,, VyxГ A =  было решением в смешанных

стратегиях игры с матрицей ( )ijnm aA =× , не�

обходимо и достаточно, чтобы множество

{ }α+= *
**

,, kVyxГ B
 было решением игры в

смешанных стратегиях с матрицей

( )α+=× ijnm kaB , где k � положительное дей�

ствительное число ( )0>k , α  � любое действи�

тельное число, ; nj ,...,2,1= , *
x  �

оптимальная смешанная стратегия первого иг�

рока, 
*

y  � оптимальная смешанная стратегия

второго игрока, *V  � цена игры с матрицей

nmA × .

Анализ теорем 1 и 8 показывает, что они

по�разному выражают необходимые и доста�

точные условия существования решений игры

{ }*
**

,, Vyx  в смешанных стратегиях с матри�

цей nmA × .

Теоремы 1�8 существенно используются

для упрощения матричной игры и нахождения

ее решений. Дело в том, что любая матричная

игра, заданная своей матрицей nmA × , может

быть в принципе решена в чистых или смешан�

ных стратегиях. Однако непосредственное на�

хождение решений матричной игры зависит от

размеров матрицы nmA × . Поэтому необходи�

мы математические методы, позволяющие сво�

дить решение одной матричной игры к реше�

нию другой матричной игры, заданной матри�

цей B, имеющей меньшие размеры, таким об�

разом, чтобы множество решений игры с мат�

рицей B было, по крайней мере, включено во

множество решений игры с матрицей nmA ×  или

совпадало с последним множеством.
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Замечание. В случае, когда задача при�

нятия решения описывается функцией реали�

зации ( )zxFy ,= , а параметром z управляют

“природа”, среда, то конфликтные ситуации

разрешаются посредством игр с “природой”.

Если каждый исход y необходимо оценить

действительным числом, то рассматривается

композиция двух отображений FJ o , где

YZXF →×: , RYJ →: , R � множество дей�

ствительных чисел. Тогда, если отождествить

исход y и его оценку r, функция реализации

( )zxF ,  преобразуется в вещественную целе�

вую функцию ( )zxJ , , которая максимизирует�

ся или минимизируется по x в зависимости от

смысла решаемой задачи и является, по суще�

ству, функционалом двух переменных. Это оз�

начает, что задача принятия решений может

быть сформулирована в виде задачи оптими�

зации и решена методом оптимизации.
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