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Рассматриваются связи между решениями двух матричных игр, если строки или столбцы

матриц этих игр удовлетворяют требованиям доминирования. Результаты исследования указанных

связей изложены автором в пяти теоремах. Приведен пример нахождения решения данной

матричной игры с помощью свойств матричных решений, указанных связей между решениями

и последовательного упрощения данной игры.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîääåðæêà ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèé â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòåé ìîæåò
áûòü îñóùåñòâëåíà ïîñðåäñòâîì ïðèíöèïà
äîìèíèðîâàíèÿ, òåîðèè ìàòðè÷íûõ èãð, ñâÿ-
çè ìåæäó ðåøåíèÿìè äâóõ ìàòðè÷íûõ èãð,
çàäàííûõ ñâîèìè ìàòðèöàìè, ñòðîêè èëè
ñòîëáöû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèþ
äîìèíèðîâàíèÿ1.

Ïðè íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîé èãðû
îáû÷íî ïðèäåðæèâàþòñÿ ïðèíöèïà ìàêñèìè-
íà è ïðèíöèïà ðàâíîâåñèÿ. Îäíàêî ýòè ïðèí-
öèïû, ïðèìåíåííûå ê ñìåøàííîìó ðàñøèðå-
íèþ ìàòðè÷íîé èãðû, ðàâíîñèëüíû. Åñëè ïðè-
äåðæèâàòüñÿ ïðèíöèïîâ ìàêñèìèíà è ðàâíî-
âåñèÿ, òî àâòîìàòè÷åñêè áóäåì ïðèäåðæèâàòü-
ñÿ è ïðèíöèïà äîìèíèðîâàíèÿ, áîëåå åñòå-
ñòâåííîãî è ïðîñòîãî. Ïðèíöèï äîìèíèðîâà-
íèÿ ñôîðìóëèðóåì òàê: èãðîê íå äîëæåí èñ-
ïîëüçîâàòü ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ òå
÷èñòûå ñòðàòåãèè, ïðèìåíÿÿ êîòîðûå îí ïðè
âñåõ äåéñòâèÿõ äðóãîãî èãðîêà âûèãðûâàåò
ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè íåêî-
òîðîé äðóãîé ñòðàòåãèè. Â îòëè÷èå îò ïðèíöè-
ïîâ ìàêñèìèíà è ðàâíîâåñèÿ ïðèíöèï äîìè-
íèðîâàíèÿ íå ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ñèòóàöèè,
êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó ïðèíöèïó. Ïðèí-
öèï äîìèíèðîâàíèÿ - ýòî ïðèíöèï çàïðåòà.

Ðàññìîòðèì òðè îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå îò-
íîñÿòñÿ ê ïðèíöèïó äîìèíèðîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ãîâîðÿò, ÷òî àðèôìå-

òè÷åñêèé âåêòîð ( )naaaa ,...,, 21=  ïðåâîñõîäèò

(äîìèíèðóåò) àðèôìåòè÷åñêèé âåêòîð

( )nbbbb ,...,, 21= , åñëè ( )niba ii ,...,2,1=≥ ; åñëè

ii ba >  äëÿ ëþáîãî i , òî 

a

 ñòðîãî ïðåâîñõî-

äèò b.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñòðàòåãèÿ 

1
x

 ïåðâîãî

èãðîêà ñòðîãî äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ 2
x , åñëè

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ( ) ( )yxHyxH ,,
21 > ,

Yy ∈∀ , Xxx ∈21
, , ãäå H  - ôóíêöèÿ âûèã-

ðûøà; y  - ëþáàÿ ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà;

YX ,

 - ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé, ñîîòâåòñòâåííî,
ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñòðàòåãèÿ 1
y  âòîðîãî

èãðîêà ñòðîãî äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ 2
y , åñëè

( ) ( )21
,, yxHyxH < , Xx ∈∀ ; Yyy ∈21

, .

Àâòîðîì ñòàòüè ñôîðìóëèðîâàíû è äî-
êàçàíû ñëåäóþùèå ïÿòü òåîðåì, êîòîðûå óñ-
òàíàâëèâàþò ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè äâóõ
ìàòðè÷íûõ èãð, åñëè ñòðîêè èëè ñòîëáöû èõ
ìàòðèö óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèþ äîìèíè-
ðîâàíèÿ è âûïîëíÿþòñÿ íåêîòîðûå äðóãèå óñ-
ëîâèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü i-þ ñòðîêó ìàòðèöû

nmA ×  ïðåâîñõîäèò âûïóêëàÿ ëèíåéíàÿ êîì-

áèíàöèÿ äðóãèõ ñòðîê ýòîé ìàòðèöû è ïóñòü

B - ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç ìàòðèöû nmA ×

óäàëåíèåì i-é ñòðîêè, ìíîæåñòâî { }B
BB

vyx ,,  -

ðåøåíèå èãðû ñ ìàòðèöåé B, v
B
 - öåíà èãðû,
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B
x  - îïòèìàëüíàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâî-

ãî èãðîêà, B
y  - îïòèìàëüíàÿ ñìåøàííàÿ ñòðà-

òåãèÿ âòîðîãî èãðîêà, à

( )B
m

B
i

B
i

BB
xxxxxx 1121

*
,...,,0,,...,, −−=  - àðèôìåòè-

÷åñêèé âåêòîð ðàçìåðíîñòè m , ïîëó÷åííûé èç

âåêòîðà  ðàç-

ìåðíîñòè m-1 ïóòåì äîáàâëåíèÿ êîîðäèíàòû,
ðàâíîé íóëþ è ðàñïîëîæåííîé ìåæäó êîîðäè-

íàòàìè B
ix 1−  è B

ix  ñ íîìåðàìè 1−i  è i .

Òîãäà ìíîæåñòâî { }B
B

vyx ,,
*  åñòü ðåøå-

íèå èãðû ñ ìàòðèöåé nmA × .

Òåîðåìà 2. Åñëè j-é ñòîëáåö ìàòðèöû

nmA ×  äîìèíèðóåò âûïóêëóþ ëèíåéíóþ êîìáè-

íàöèþ äðóãèõ ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû, à ìíî-

æåñòâî { }c
cc

vyx ,,  - ðåøåíèå èãðû ñ ìàòðèöåé

Ñ, ïîëó÷åííîé èç ìàòðèöû nmA ×  ïîñëå óäàëå-

íèÿ j-ãî ñòîëáöà,

( )c
n

c
j

c
j

cc
yyyyyy 1121

*
,...,,0,,...,, −−=  - àðèôìåòè÷åñ-

êèé âåêòîð ðàçìåðíîñòè n, ïîëó÷åííûé èç âåê-

òîðà ( )c
n

c
j

c
j

ccc
yyyyyy 1121 ,...,,,...,, −−=  ïóòåì äî-

áàâëåíèÿ êîîðäèíàòû, ðàâíîé íóëþ è ðàñïî-

ëîæåííîé ìåæäó êîîðäèíàòàìè c
jy 1−  è c

j
y  ñ

íîìåðàìè j-1 è j, òî íàáîð îáúåêòîâ { }c
c

vyx ,,
*

åñòü ðåøåíèå èãðû ñ ìàòðèöåé nmA × .

Òåîðåìà 3. Åñëè i-þ ñòðîêó ìàòðèöû

nmA ×  ïðåâîñõîäèò âûïóêëàÿ ëèíåéíàÿ êîì-

áèíàöèÿ äðóãèõ ñòðîê ýòîé ìàòðèöû, òî íàé-
äåòñÿ òàêàÿ îïòèìàëüíàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòå-

ãèÿ *
x  ïåðâîãî èãðîêà â ìàòðè÷íîé èãðå, â

êîòîðîé åå i-ÿ êîîðäèíàòà *
ix  ðàâíà íóëþ.

Òåîðåìà 4. Åñëè â èãðå ñ ìàòðèöåé nmA ×

åå i-þ ñòðîêó ñòðîãî ïðåâîñõîäèò âûïóêëàÿ
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äðóãèõ ñòðîê, òî â ëþ-

áîé îïòèìàëüíîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè *
x

ïåðâîãî èãðîêà i-ÿ êîîðäèíàòà ðàâíà íóëþ.

Òåîðåìà 5. Åñëè â èãðå ñ ìàòðèöåé nmA ×

j-é ñòîëáåö ìàòðèöû nmA ×  ïðåâîñõîäèò âû-

ïóêëóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äðóãèõ ñòîë-
áöîâ ýòîé ìàòðèöû, òî â ëþáîé îïòèìàëüíîé

ñìåøàííîé ñòðàòåãèè *
y  âòîðîãî èãðîêà j-ÿ

êîîðäèíàòà ðàâíà íóëþ.
Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà ðåøåíèé ìàòðè÷-

íîé èãðû è ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àâòîðîì
ñòàòüè â òåîðåìàõ 1-5, ïîìîãàþò íàõîæäå-
íèþ ðåøåíèÿ äàííîé ìàòðè÷íîé èãðû ñ ïî-
ìîùüþ ñâåäåíèÿ åå ðåøåíèÿ ê ðåøåíèþ äðó-
ãîé èãðû ñ ìàòðèöåé ìåíüøèõ ðàçìåðîâ. Ïî
ñóùåñòâó, ñâåäåíèå ìàòðè÷íîé èãðû ê äðó-
ãîé ñîñòîèò â ðàáîòå ñ ìàòðèöåé äàííîé èãðû.
Â ÷àñòíîñòè, îïåðàöèè èñêëþ÷åíèÿ ÷èñòûõ
èãðîêîâ ñîîòâåòñòâóåò âû÷åðêèâàíèå èç ìàò-

ðèöû nmA ×  ñòðîê è ñòîëáöîâ, ïðè ýòîì ñëå-

äóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî èñêëþ÷åíèå äîìèíèðóå-
ìûõ ñòðàòåãèé ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòåðå íå-
êîòîðûõ ðåøåíèé äàííîé ìàòðè÷íîé èãðû;
îäíàêî åñëè èñêëþ÷àþòñÿ òîëüêî ñòðîãî äî-
ìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè, òî ìíîæåñòâî ðåøå-
íèé èãðû íå èçìåíÿåòñÿ. Ïîñëå îïåðàöèè èñ-

êëþ÷åíèÿ èç ìàòðèöû ( )ijnm aA =×  íåêîòîðûõ

ñòðîê è ñòîëáöîâ ñëåäóåò óñòàíîâèòü, èìååò
ëè èãðà ñ ïîëó÷åííîé ìàòðèöåé H ðåøåíèå â
÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Äëÿ ýòîãî óñòàíàâëèâàåì,
âûïîëíÿåòñÿ ëè ðàâåíñòâî

21 maxminminmax vhhv ij
ij

ij
ji

=== ,

ò.å. ïðîâåðÿåì, ñîâïàäàåò ëè íèæíÿÿ öåíà

èãðû ij
ji

hv minmax1 =  ñ âåðõíåé öåíîé èãðû

ij
ij

hv maxmin2 = . Åñëè 21 vv = , òî èãðà ñ ìàòðè-

öåé Í èìååò ðåøåíèå â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ, à

ïîýòîìó è äàííàÿ èãðà ñ ìàòðèöåé nmA ×  ðàç-

ðåøèìà â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Åñëè 21 vv ≠ , òî

ïðèäåòñÿ ïðèáåãíóòü ê ñìåøàííûì ñòðàòåãè-
ÿì, çíàÿ, ÷òî, ñîãëàñíî òåîðåìå Íåéìàíà, èãðà
â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ èìååò, ïî êðàéíåé
ìåðå, îäíî ðåøåíèå. Â òàêîì ñëó÷àå, åñëè
èãðà ñëîæíàÿ, ïîëüçóþòñÿ ìåòîäàìè ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðå-
øåíèÿ ìàòðè÷íîé èãðû. Îäíàêî åñëè èãðà

äîñòàòî÷íî ïðîñòàÿ (íî 21 vv ≠ ) è èìååò íå-

êîòîðóþ îáîçðèìóþ àíàëèòè÷åñêóþ ñòðóêòó-
ðó, òî èíîãäà ìîæíî ïðåäâèäåòü îïòèìàëü-
íûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ, èëè, êàê
÷àñòî ãîâîðÿò, ñïåêòð îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé.
Åñòåñòâåííî, ïîñëåäíèé ñëó÷àé íå ÿâëÿåòñÿ
îáùèì. Ïðè ýòîì ïîä ñïåêòðîì ñìåøàííîé
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ñòðàòåãèè ( )nxxxx ,...,, 21=  ïåðâîãî èãðîêà â
ìàòðè÷íîé èãðå ïîíèìàþò ìíîæåñòâî âñåõ åãî
÷èñòûõ ñòðàòåãèé, âåðîÿòíîñòü ïðèìåíåíèÿ
êîòîðûõ, ñîãëàñíî ýòîé ñòðàòåãèè, ïîëîæè-
òåëüíà. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþò ñïåêòð ñìå-
øàííîé ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà â ìàòðè÷-
íîé èãðå. Çàìåòèì, ÷òî ñòðîãî äîìèíèðóå-
ìûå ÷èñòûå ñòðàòåãèè èãðîêà íå ñîäåðæàòñÿ
â ñïåêòðå êàêîé-íèáóäü åãî îïòèìàëüíîé ñìå-
øàííîé ñòðàòåãèè. Ýòè ÷èñòûå ñòðàòåãèè íå
ïðèìåíÿþòñÿ, òàê êàê èõ âåðîÿòíîñòè ðàâíû
íóëþ è èñêëþ÷àþòñÿ â ïðîöåññå óïðîùåíèÿ
ìàòðè÷íîé èãðû.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé
èãðû, çàäàííîé ìàòðèöåé

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=×

2

25
151515

15152020

2015
2

35
25

23201520

44A
.

Â äàííîé èãðå { }HYXГ A ,,=  ìíîæåñòâà

{ }4,3,2,1=X , { }4,3,2,1=Y  ÿâëÿþòñÿ ìíîæå-

ñòâàìè ÷èñòûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ, à ôóíêöèÿ

âûèãðûøà çàäàíà ìàòðèöåé 44×A .

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî íèæíÿÿ öåíà èãðû

151 =v  íå ðàâíà âåðõíåé öåíå èãðû 202 =v ,

ïîýòîìó áóäåì äàëåå ïðèìåíÿòü ñìåøàííûå
ñòðàòåãèè. Óïðîùåíèå èãðû îñóùåñòâèì, ïðå-

îáðàçóÿ ìàòðèöó 44×A  ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ñíà÷àëà êî âñåì ýëåìåíòàì ìàòðèöû ïðèáà-

âèì ÷èñëî 10−=α , à çàòåì ïîëó÷åííóþ ìàò-

ðèöó óìíîæèì íà ÷èñëî 0
5

1
>=k , â ðåçóëü-

òàòå ïîëó÷èì ìàòðèöó

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=×

2

1
111

1122

21
2

3
3

3212

44B
,

çàäàþùóþ èãðó, îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè èã-
ðîêîâ êîòîðîé ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâåííî ñ
îïòèìàëüíûìè ñòðàòåãèÿìè èãðîêîâ â èãðå ñ

ìàòðèöåé 44×A . Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíòû ÷åò-

âåðòîé ñòðîêè ìàòðèöû 44×B  íå áîëüøå ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ òðåòüåé ñòðîêè,
ïîýòîìó òðåòüÿ ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èã-

ðîêà äîìèíèðóåò ÷åòâåðòóþ ñòðîêó. Ðàññìîò-
ðèì âûïóêëóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ 1-é,

2-é è 3-é ñòðîê - âåêòîðîâ ìàòðèöû 44×B :

321 100 bbb ×+×+×  ñ êîýôôèöèåíòàìè

01 =α , 02 =α , 13 =α . Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà âû-

ïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ ïðåâîñõîäèò ÷åòâåðòóþ

ñòðîêó ìàòðèöû 44×B . Ñëåäîâàòåëüíî, èãðà ñ

ìàòðèöåé Ñ, ïîëó÷åííîé èç ìàòðèöû 44×B

âû÷åðêèâàíèåì ÷åòâåðòîé ñòðîêè, èìååò îï-

òèìàëüíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè *
cx , *

cy , êî-

òîðûå ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ñòðàòåãèÿìè

è äëÿ èãðû ñ ìàòðèöåé 44×B , åñëè ïðåäâàðè-

òåëüíî äîáàâèòü ê âåêòîðó *
x  ÷åòâåðòóþ íó-

ëåâóþ êîîðäèíàòó.
Òåïåðü áóäåì óïðîùàòü ìàòðèöó

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=×

1122

21
2

3
3

3212

43C .

Òàê êàê ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà ìàò-

ðèöû 43×C  íå ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëå-

ìåíòîâ âòîðîãî ñòîëáöà, òî âòîðàÿ ÷èñòàÿ
ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà äîìèíèðóåò åãî ïåð-
âóþ ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ. Ïóñòü

432 001 ccc ×+×+×  - âûïóêëàÿ ëèíåéíàÿ êîì-

áèíàöèÿ âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ ìàòðèöû 33×C  ñ

êîýôôèöèåíòàìè 12 =β , 03 =β , 04 =β . Âèä-

íî, ÷òî ïåðâûé âåêòîð-ñòîëáåö ýòîé ìàòðèöû
ïðåâîñõîäèò âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ îñòàëü-
íûõ ñòîëáöîâ. Óäàëèâ ïåðâûé ñòîëáåö, ïîëó-
÷èì ìàòðèöó

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=×

112

21
2

3
321

33D .

Îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè *
Dx , *

Dy  èãðû ñ

ìàòðèöåé 33×D  ÿâëÿþòñÿ òàêæå îïòèìàëüíû-

ìè ñòðàòåãèÿìè äëÿ èãðû ñ ìàòðèöåé 43×C ,

åñëè ïðåäâàðèòåëüíî äîáàâèòü ê âåêòîðó *
Dy

ïåðâóþ íóëåâóþ êîîðäèíàòó. Ïðîäîëæèì àíà-

ëèç âåêòîð-ñòðîê ìàòðèöû 33×D . Î÷åâèäíî,

÷òî âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ ïåðâîé è òðåòüåé

ñòðîê ñ êîýôôèöèåíòàìè ,
2

1
2 =γ  

2

1
3 =γ :
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: ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ + 31
2

1

2

1
dd  ïðåâîñõîäèò âòîðóþ âåêòîð-

ñòðîêó. Óäàëèâ èç ìàòðèöû 33×D  âòîðóþ ñòðî-

êó, ïîëó÷èì ìàòðèöó

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=×

112

321
32E ,

çàäàþùóþ èãðó, îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè *
Ex ,

*
Ey  êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ òàêæå è îïòèìàëüíû-

ìè ñòðàòåãèÿìè èãðû ñ ìàòðèöåé 33×D , åñëè

ñ÷èòàòü äîáàâëåííóþ âòîðóþ êîîðäèíàòó âåê-

òîðà *
Ex  ðàâíîé íóëþ.

Â ìàòðèöå 32×E  òðåòèé ñòîëáåö ïðåâîñ-

õîäèò âûïóêëóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ îñ-

òàëüíûõ ñòîëáöîâ 21 10 ee ×+×  ñ êîýôôèöè-

åíòàìè 0, 1. Ïîñëå óäàëåíèÿ òðåòüåãî ñòîëá-
öà ïîëó÷èì ìàòðèöó

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=×

12

21
22F ,

çàäàþùóþ èãðó, ó êîòîðîé îïòèìàëüíûå ñòðà-

òåãèè *
Fx , *

Fy  áóäóò òàêîâû, ÷òî îíè ÿâëÿþò-

ñÿ îïòèìàëüíûìè è äëÿ èãðû ñ ìàòðèöåé 32×E ,

åñëè òîëüêî âíåñòè îäíî èçìåíåíèå: ñ÷èòàòü

òðåòüþ êîîðäèíàòó âåêòîðà 
*
Fy  ðàâíîé íóëþ.

Èòàê, ìàòðèöà 44×A  äàííîé èãðû ïðåîá-

ðàçîâàíà â ìàòðèöó 22×F  äðóãîé èãðû, êîòî-

ðàÿ íå èìååò ðåøåíèé â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ.

Íàïîìíèì, ÷òî ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû 22×F

ñîîòâåòñòâóåò 1-é ÷èñòîé ñòðàòåãèè ïåðâîãî

èãðîêà, âòîðàÿ ñòðîêà ìàòðèöû 22×F  - 3-é ÷è-

ñòîé ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà. Ñëåäîâàòåëü-
íî, îïòèìàëüíàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâî-
ãî èãðîêà ïåðâîíà÷àëüíîé èãðû îáëàäàåò õà-
ðàêòåðíûì ñâîéñòâîì: âòîðàÿ è ÷åòâåðòàÿ åå
êîîðäèíàòû ðàâíû íóëþ:

( )0,,0,
*
3

*
1

*
xxx = .

Àíàëîãè÷íî ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû 22×F

ñîîòâåòñòâóåò âòîðîé ÷èñòîé ñòðàòåãèè äàííîé

èãðû, âòîðîé ñòîëáåö ìàòðèöû 22×F  ñîîòâåò-

ñòâóåò òðåòüåé ÷èñòîé ñòðàòåãèè äàííîé èãðû, à

îïòèìàëüíàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ *
y  âòîðîãî

èãðîêà äàííîé èãðû èìååò âèä ( )0,,,0
*
3

*
2

*
yyy = ,

ãäå ïåðâàÿ è ÷åòâåðòàÿ êîîðäèíàòû ðàâíû íóëþ.

Îñòàëîñü íàéòè ðåøåíèå èãðû ñ ìàòðèöåé 22×F .

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ äàí-
íîé èãðû âûñòóïàåò ìíîæåñòâî

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛==
2

3
,

2

1
,

2

1
,

2

1
,

2

1
*

**
vyxГ F ,

òàê êàê ìàòðèöà 22×F  ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà â ñèòóàöèè ( )1*
,yx

èëè â ñèòóàöèè ( )2*
,yx , êîãäà ïåðâûé èãðîê

ïðèìåíÿåò ñâîþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
2

1
,

2

1*
x , à èãðîê âòîðîé ïðèìåíÿåò ñâîþ

ïåðâóþ ( )0,1
1 =y  èëè âòîðóþ ÷èñòóþ ñòðàòå-

ãèþ ( )1,0
2 =y , áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ òàê:

( ) ∑ ×=
=

2

1

**
1,

j
jij xayxF ,   i =1, 2;

( )
2

3

2

1
2

2

1
1, 212111

1* =×+×=+= xaxayxF ;

( )
2

3

2

1
1

2

1
2, 222121

2* =×+×=+= xaxayxF .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîèãðûøà âòîðîãî

èãðîêà â èãðå FГ  ðàâíî 
2

3
, åñëè åãî ñìå-

øàííàÿ ñòðàòåãèÿ ( )21,yyy =  òàêîâà, ÷òî

2

1
1 =y , 

2

1
2 =y , à ïåðâûé èãðîê ïðèìåíÿåò

ëþáóþ ñâîþ ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ.
Åñëè íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ñèììåò-

ðè÷íîñòü ìàòðèöû 22×F , îïòèìàëüíîå ðåøå-

íèå èãðû ñ ìàòðèöåé 22×F  ìîæíî íàéòè, ñî-

ñòàâèâ è ðåøèâ äâå âçàèìîäâîéñòâåííûå çà-
äà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Íàêîíåö, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñòðàòåãèÿ

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛= 0,
2

1
,0,

2

1*
x  ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãè-

åé ïåðâîãî èãðîêà, à ñòðàòåãèÿ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛= 0,
2

1
,

2

1
,0

*
y  -

îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé âòîðîãî èãðîêà äàííîé

èãðû ñ ìàòðèöåé 44×A . Îñòàëîñü íàéòè çíà÷å-
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íèå ýòîé èãðû. Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèå èãðû,

ðàâíîå 
2

3
, ñ ìàòðèöåé 22×F  ñîâïàäàåò ñî çíà÷å-

íèåì èãðû ñ ìàòðèöåé 44×B , òàê êàê ìàòðèöà

44×A  ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû 44×B  ïîñðåäñòâîì

óìíîæåíèÿ âñåõ åå ýëåìåíòîâ íà ÷èñëî k=5 è
ïîñëåäóþùåãî ïðèáàâëåíèÿ ê ïîëó÷åííûì ïðî-
èçâåäåíèÿì ÷èñëà á =10, ò.å. âñÿêèé ýëåìåíò

ija  ìàòðèöû 44×A  ðàâåí 105 += ijij ba ,

4,3,2,1=i , 4,3,2,1=j , ãäå ijb  - îáùèé ýëå-

ìåíò ìàòðèöû 44×B . Òîãäà çíà÷åíèå èãðû ñ ìàò-

ðèöåé 44×A  ðàâíî

5,1710
2

3
5*

*
1 =+×=+= αkvv .

Èòàê, íàéäåíî ðåøåíèå { }*
1

**
,, vyx  äàííîé

èãðû ñ ìàòðèöåé 44×A . Çäåñü

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛= 0,
2

1
,0,

2

1*
x , ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛= 0,
2

1
,

2

1
,0

*
y , 5,17

*
1 =v .

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðè íàõîæäåíèè
ðåøåíèÿ äàííîé ìàòðè÷íîé èãðû èñïîëüçî-
âàíû ñâîéñòâà ðåøåíèé ìàòðè÷íîé èãðû è
ðåçóëüòàòû ïÿòè òåîðåì, èçëîæåííûå â äàí-
íîé ñòàòüå àâòîðîì è óñòàíàâëèâàþùèå ñâÿ-
çè ìåæäó ðåøåíèÿìè äâóõ ìàòðè÷íûõ èãð,
åñëè ñòðîêè èëè ñòîëáöû ýòèõ ìàòðèö óäîâ-
ëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì äîìèíèðîâàíèÿ.
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