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Одной из важных и актуальных задач микроэкономики являются проблемы исследований эко-
номической системы, в которых присутствуют ограничения, связанные с планируемым объе-
мом выпуска продукции или величины производственной мощности предприятия. Эти ограниче-
ния задаются требованием, чтобы рассматриваемые траектории не покидали некоторой задан-
ной области пространства существования управления. Чаще всего такие ограничения для всех 
моментов времени задают в виде неравенства, и накладываются определенные требования к 
функции фазовых координат объекта, их значению в заданный момент времени. Данная задача 
классифицируется как задача оптимального управления со смешанными и фазовыми ограниче-
ниями. В общем эта сфера представляет научный интерес и требует рассмотрения. В данном 
случае исследуется микроэкономическая модель экономики домашнего хозяйства, как наибо-
лее устойчивого объекта в условиях кризисов. На накопленные сбережения накладывается есте-
ственное фазовое ограничение неотрицательности. Это привело к изучению особенностей мик-
роэкономической формулировки проблемы поиска метода оптимального разделения матери-
альных средств на потребляемую и накапливаемую части, поскольку наложением естественного 
фазового ограничения неотрицательности накопленных сбережений все значительно усложня-
ется. Так же, как и в макроэкономике, оптимизируется потребление, но не в чистом виде, а мак-
симизируется интегральная дисконтированная полезность потребления. Уравнение связи в 
настоящей работе отличается от аналогичного макроэкономического уравнения, поскольку до-
машнее хозяйство существует и выживает в кризисных условиях не так, как это делают социаль-
ные организмы и крупные предприятия. Именно поэтому в статье формулируются и доказыва-
ются достаточные условия для решения поставленной задачи с фазовым ограничением. 
 
Ключевые слова: оптимальное потребление, накопленные сбережения, фазовое ограничение, 
индикаторная функция. 
 
Основные положения:  
 выполнена постановка и решение важной задачи оптимального разделения материальных 

средств на потребляемую и накапливаемую части в микроэкономике; 
 предложен алгоритм построения оптимального управления микроэкономической системой.  

 
Введение 

В качестве основы рассматривается сле-
дующая концептуальная модель: цель–люди–
информация–продукт–прибыль, где цель – это 
результат, на который направлены ресурсы, а 
управление – процесс целенаправленного 
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наблюдения и воздействия на объект. Если 
чаще всего мы можем соблюдать основные 
аксиомы теории управления – формулировка 
цели, выделение ресурсов, обозначение кри-
терия для выбора решения, то реализовать 
наблюдаемость далеко не всегда может быть 
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доступным и получается. В данной связи мы 
стараемся воспроизвести и компенсировать в 
какой-то степени один из важнейших принци-
пов управления – наблюдаемость – и попол-
нить разнообразие и множество управленче-
ских решений с помощью применения мате-
матических методов в известных экономиче-
ских моделях, адекватных рассматриваемой 
ситуации.  

Предшествующие наши исследователь-
ские работы [1–2] были посвящены рассмот-
рению проблемы оптимального управления 
без дополнительных ограничений во всем про-
странстве управления. При рассмотрении дан-
ных задач с математической точки зрения по-
лагали, что пространство управления не имеет 
изменений фазовой координаты x(t). Есте-
ственно, всегда и везде существуют ограниче-
ния, к которым практически трудно адаптиро-
ваться, а вписаться в реальную жизнь крайне 
необходимо. Для разрешения указанных про-
тиворечий мы вынуждены формировать но-
вую исследовательскую задачу оптимального 
управления микроэкономической системой, 
учитывающую наличие именно фазовых огра-
ничений. В таком варианте будем считать, что 
моменты времени начальные t0 и конечные t1, 
а также начальное состояние x0 фазовой тра-
ектории определенны и известны. С математи-
ческой точки зрения, мы рассматриваем усло-
вия ограничений, накладываемых на все па-
раметры оптимальной траектории. Причем 
считаем, что оптимальная фазовая траектория 
изначально существует и фиксирована, а ее 
границы не заступают на фазовое ограниче-
ние. Оптимальное управление в этом случае 
имеет рациональный подход к предъявленным 
требованиям. Формируются некоторые фазо-
вые ограничения, обеспечивающие решение 
задачи и основанные на выполнении опреде-
ленных достаточных условий [3–7]. Строится 
минимизирующая последовательность траек-
торий. При ее построении в качестве незави-
симого аргумента берется собственно не само 
управление, а именно фазовая траектория. 
Это обстоятельство позволяет применить ме-
тод вариаций в фазовом пространстве. Ис-
пользование метода вариаций позволяет учи-
тывать фазовые ограничения, хотя при реше-
нии и возникают другие трудности [4–6, 8–12].  

Методы 
Следует заметить, что в условиях экономи-

ческих кризисов домашние хозяйства демон-
стрируют стабильную выживаемость, которой 
могут позавидовать многочисленные предпри-
ятия. Аналогично постановке задачи оптималь-
ного разделения материальных средств на по-
требляемую и накапливаемую части [1, 2] мак-
симизируется потребление, однако не в чи-
стом виде. Как в [4–6, 8–12], максимизиру-
ется интегральная дисконтированная полез-
ность потребления. В рассматриваемой мате-
матической модели экономики домашних хо-
зяйств обыкновенное дифференциальное 
уравнение баланса, которое в задаче опти-
мального управления играет роль уравнения 
связи, имеет ярко выраженную микроэконо-
мическую специфику [13–15]. Экономические 
характеристики, как известные, так и неиз-
вестные, будем считать непрерывными функ-
циями времени, используя вариационный ме-
тод решения. 

 
Результаты 

1. Балансовое тождество и уравнение свя-
зи. Мы будем исходить из основного балансо-
вого тождества [1, 2] 

푌 = 퐶 + 퐼,                      (1.1) 
где  푌 –доход; 

퐼 – инвестиции; 
퐶 – потребление.  
Положим теперь, что 

푌 = 푃 + 휌푥,  퐼 = 푥 ,             (1.2) 
где  푃 – зарплаты и пенсии; 

휌 – банковский процент по наличным 
деньгам; 
푥 – накопленные сбережения; 
푡 – время.  
В таком случае, естественно, банковская 

система инвестирует накопленные сбереже-
ния домашнего хозяйства. Подставляя (1.2) в 
(1.1) мы получим 

푃 + 휌푥 = 퐶 + 푥  
или 

푥 = 푃 + 휌푥 − 퐶.                 (1.3) 
Уравнение (1.3) можно понимать и в дру-

гом балансовом смысле, отличном от (1.1), а 
именно: скорость приращения накопленных 
сбережений равна мгновенной разности при-
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хода и расхода. Именно (1.3) и выступает как 
уравнение связи в задаче оптимального 
управления. 

Для уравнения (1.3) формулируем задачу 
Коши для начального момента времени 푡 : 

푥(푡 ) = 푥 ≥ 0.                  (1.4) 
На накопленные сбережения наклады-

ваем фазовое ограничение неотрицательности  
푥 ≥ 0.                           (1.5) 

2. Максимизация интегральной дисконти-
рованной полезности потребления. В качестве 
штрафной функции возьмем интегральную 
дисконтированную полезность потребления 

퐽(퐶) = ∫ 푢 퐶(푡) 푒푥푝(− 훿 푡) 푑 푡.    (2.1) 

Здесь 푡  – конечный момент времени, 푢 – 
функция полезности, 훿 – коэффициент дискон-
тирования, а (2.1) – функционал, который 
нужно максимизировать. Следуя [4–6, 8–12], 
считаем, что домашние хозяйства оценивают 
полезность потребления функцией 푢(퐶), кото-
рая описывает постоянное отношение к риску 
по Эрроу–Пратту: 

푎 = − ( )
( )

> 0.              (2.2)  

Следуя [4–6], из (2.2) получаем 

푢 (퐶) = = 훾퐶 .             (2.3) 
Выражение для самой функции потребле-

ния нам не понадобится. 
Рассматривая приращение функционала 

(2.1): 퐽(퐶(푡) + ℎ(푡)) − 퐽(퐶(푡)), добавляем 
условие на правом конце 

푥(푡 ) = 푥 ≥ 0,                  (2.4) 
и получаем существование максимума функ-
ционала (2.1), и справедливость уравнения  
Эйлера 

푢 (퐶(푡))휌(푡)푒 + 푢 (퐶(푡))푒 = 0. (2.5) 

Проводим замену 

푤 = 푢 (퐶(푡))푒 ,               (2.6) 
что упрощает уравнение Эйлера (2.5) 

+ 휌(푡)푤 = 0. 

Причем последнее легко интегрируется 

푤 = 퐷푒 ∫ ( ) , 퐷 = 푐표푛푠푡.     (2.7) 
Из (2.6) и (2.7) имеем 

푢 (퐶(푡))푒 = 퐷푒 ∫ ( ) . 

Выражая из последнего равенства произ-
водную функции полезности и сравнивая полу-
ченное с равенством (2.3), получаем 

푢 (퐶(푡)) = 퐷푒 ∫ ( ) =
[ ( )]

.    (2.8) 

Выражая потребление из (2.8), будем иметь 

[퐶(푡)] =
훾
퐷

푒 ∫ ( ) , 

퐶(푡) = 푒 ∫ ( ) .         (2.9) 

3. Использование конечного условия. Урав-
нение (1.3) линейное и из [10] следует 

푥(푡) = ∫ 푒∫ ( ) [푃(휏) − 퐶(휏)]푑휏 +

+ 푥 푒∫ ( ) .                                         (3.1) 
Формула (3.1) дает решение задачи Коши 

(1.3), (1.4) и проверяется непосредственно. 
То, что (3.1) удовлетворяет (1.4) очевидно, а то, 
что (3.1) удовлетворяет уравнению (1.3), сле-
дует из формулы Лейбница [9]. Подставляя в 
(3.1) 푡 = 푡  и используя (2.4), можно записать 

푥 = ∫ 푒∫ ( ) [푃(휏) − 퐶(휏)]푑휏 +

+ 푥 푒∫ ( ) .                                                     (3.2) 
Преобразуем теперь (3.2) таким образом: 

∫ 푒∫ ( ) 퐶(휏)푑휏 = ∫ 푒∫ ( ) 푃(휏)푑휏 +

+ 푥 푒∫ ( ) − 푥 .                                       (3.3) 
Подставим правую формулу (2.9) в (3.3): 

∫ 푒∫ ( ) 푒 ∫ ( ) 푑휏 =

∫ 푒∫ ( ) 푃(휏)푑휏 + 푥 푒∫ ( ) − 푥 . 

Возводя последнее в степень 푎 > 0, будем 
иметь 

= ∫ 푒∫ ( ) 푃(휏)푑휏 + 푥 푒∫ ( ) − 푥  

∫ 푒∫ ( ) 푒 ∫ ( ) 푑휏 .             (3.4) 

Таким образом, из последнего равенства 
можно выразить искомую постоянную 

퐷 = 훾 ∫ 푒∫ ( ) 푒 ∫ ( ) 푑휏   
 

∫ 푒∫ ( ) 푃(휏)푑휏 + 푥 푒∫ ( ) − 푥 ,  

(3.5) 
если знаменатель дроби (3.5) отличен от нуля. 
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4. Фазовое ограничение на накопленные 
сбережения. Подставив (2.9) в (3.1), получим 

푥(푡) = ∫ 푃(휏)푒∫ ( ) 푑휏 −

∫ 푒∫ ( )
∫ ( )

푑휏 +

푥 푒∫ ( ) .                                                       (4.1) 
Для упрощения введем обозначение 

훩(푡) = ∫ 푃(휏)푒∫ ( ) 푑휏 +

푥 푒∫ ( ) > 0.                                        (4.2) 
С учетом (4.2) выражение (4.1) выглядит 

более просто: 
푥(푡) = 훩(푡) −

∫ 푒∫ ( )
∫ ( )

푑휏.          (4.3) 

Из (3.4) и (4.2) имеем 

= (훩(푡 ) − 푥 )   

∫ 푒∫ ( ) 푒 ∫ ( ) 푑휏 .      (4.4) 

Введем обозначение 

훹(푡) = ∫ 푒∫ ( )
∫ ( )

푑휏 > 0.    (4.5) 

Тогда с учетом (4.5) выражения (4.4) и 
(4.3) выглядят теперь достаточно просто: 

= ( ( ) )
( ) ,                 (4.6) 

푥(푡) = 훩(푡) − 훹(푡).           (4.7) 

Подставляем теперь (4.6) в (4.7): 

푥(푡) = 훩(푡) − (훩(푡 ) − 푥 )
훹(푡)
훹(푡 ) = 

훹(푡) ( )
( )

− ( )
( ) + ( ) .                     (4.8) 

Введем индикаторную функцию 

훷(푡) = ( )
( )

.                   (4.9) 

С учетом (4.9) накопленные сбережения 
(4.8) могут быть представлены в виде 

푥(푡) = 훹(푡) 훷(푡) − 훷(푡 ) + ( ) .  (4.10) 

Представление накопленных сбережений 
в виде (4.10), т.е. через индикаторную функ-
цию (4.9), довольно удобно для изучения фазо-
вого ограничения (1.5). Наиболее простым до-
статочным условием выполнения (1.5) явля-
ется справедливость неравенства 

훷(푡) − 훷(푡 ) ≥ 0.             (4.11) 

Обратимся к (4.10) при (4.9), 

푃(푡) = 푃 푒 , 푃 = 푐표푛푠푡 > 0, 
푝 = 푐표푛푠푡 > 0,                                        (4.12) 

휌(푡) = 휌 = 푐표푛푠푡 > 0.                           (4.13) 

Из нее с учетом 

푝 = 휌 > 0, − − 휌 ≠ 0, 푎 > 0           (4.14) 

получим выражение, преобразовывая кото-
рое, имеем 

( ) ( )
( )

= − ,  

휎 = (푡 − 푡 ),  

휎 = (푡 − 푡 ).                          (4.15) 

Для численной иллюстрации составим таб-
лицу числовых значений функции 휎 / (푒 − 1), 
считая, что в нуле она продолжена по непре-
рывности: 

 
 

휎 0 0,1 0,2 0,3 0,4 
휎 / (푒 − 1) 1 0,9508 0,9033 0,8575 0,8133 

휎 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 
휎 / (푒 − 1) 0,7707 0,7298 0,6905 0,6528 0,6166 

휎 1 1,1 1,2 1,3 1,4 
휎 / (푒 − 1) 0,5820 0,5489 0,5172 0,48770 0,4582 

휎 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 
휎 / (푒 − 1) 0,4308 0,4048 0,3799 0,3565 0,3342 

휎 2 2,1 2,2 2,3 2,4 
휎 / (푒 − 1) 0,3130 0,2930 0,2741 0,2563 0,2394 

휎 2,5 2,6 2,7 2,8 2,9 
휎 / (푒 − 1) 0,2236 0,2086 0,1945 0,1842 0,1689 
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Из таблицы видно, что табличная функция 
строго монотонно убывает, а поэтому правая 
часть (4.15) в случае (4.12), (4.13) и (4.14) по-
ложительна, так как 휎 < 휎 . Отсюда, мы имеем 
положительность экстремали внутри времен-
ного интервала. 

 
Обсуждение 

В условиях экономического хаоса и неста-
бильности домашние хозяйства демонстри-
руют стабильную выживаемость, которой мо-
гут позавидовать многочисленные предприя-
тия. В очень важной задаче оптимального раз-
деления материальных средств на потребляе-
мую и накапливаемую части в микроэконо-
мике и макроэкономике должны быть сход-
ства и различия. Как в макроэкономике [1, 2], 
нужно максимизировать потребление, однако 
не в чистом виде. Как в работах [8–12], мак-
симизируется интегральная дисконтирован-
ная полезность потребления. Дополнительное 
фазовое ограничение (1.5), имеющее есте-

ственный экономический смысл, серьезно 
усложняет задачу. Представление (4.10) при 
(4.9) дает эффективное достаточное условие 
(4.11) для справедливости (1.5). Как и в рабо-
тах [1, 2], здесь использовался вариационный 
метод и рассматривалась задача с закреплен-
ными концами. 

 
Заключение 

Таким образом выполнена постановка и 
решение важной задачи оптимального разде-
ления материальных средств на потребляемую 
и накапливаемую части в микроэкономике. 
Предложен алгоритм построения оптималь-
ного управления микроэкономической систе-
мой, поскольку все значительно усложняется 
наложением естественного фазового ограни-
чения неотрицательности накопленных сбере-
жений. Так же, как и в макроэкономике, опти-
мизируется потребление, но не в чистом виде, 
а максимизируется интегральная дисконтиро-
ванная полезность потребления. Уравнение 

 
휎 3 3,1 3,2 3,3 3,4 

휎 / (푒 − 1) 0,1572 0,1462 0,1360 0,1264 0,1174 
휎 3,5 3,6 3,7 3,8 3,9 

휎 / (푒 − 1) 0,1090 0,1011 0,0938 0,0870 0,0806 
휎 4 4,1 4,2 4,3 4,4 

휎 / (푒 − 1) 0,0746 0,0691 0,0639 0,0591 0,0547 
휎 4,5 4,6 4,7 4,8 4,9 

휎 / (푒 − 1) 0,0506 0,0467 0,0431 0,0398 0,0368 
휎 5 5,1 5,2 5,3 5,4 

휎 / (푒 − 1) 0,0339 0,0313 0,0288 0,0266 0,0245 
휎 5,5 5,6 5,7 5,8 5,9 

휎 / (푒 − 1) 0,226 0,208 0,0191 0,0176 0,0162 
휎 6 6,1 6,2 6,3 6,4 

휎 / (푒 − 1) 0,0149 0,0137 0,0126 0,0116 0,0107 
휎 6,5 6,6 6,7 6,8 6,9 

휎 / (푒 − 1) 0,0098 0,0090 0,0083 0,0076 0,0070 
휎 7 7,1 7,2 7,3 7,4 

휎 / (푒 − 1) 0,0064 0,0059 0,0054 0,0049 0,0045 
휎 7,5 7,6 7,7 7,8 7,9 

휎 / (푒 − 1) 0,0042 0,0038 0,0035 0,0032 0,0029 
휎 8 8,1 8,2 8,3 8,4 

휎 / (푒 − 1) 0,0027 0,0025 0,0023 0,0021 0,0019 
휎 8,5 8,6 8,7 8,8 8,9 

휎 / (푒 − 1) 0,0017 0,0018 0,0014 0,0013 0,0012 
휎 9 9,1 9,2 9,4 9,5 

휎 / (푒 − 1) 0,0011 0,0010 0,0009 0,0008 0,0007 
휎 9,7 9,8 10,1 10,3 10,7 

휎 / (푒 − 1) 0,0006 0,0005 0,0004 0,0003 0,0002 
휎 11,3 12,5    

휎 / (푒 − 1) 0,0001 0,0000    
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связи в рассматриваемой работе отличается 
от аналогичного макроэкономического урав-
нения, поскольку домашнее хозяйство суще-
ствует и выживает в кризисных условиях не 
так, как это делают социальные организмы и 
крупные предприятия. В процессе решения 
были учтены фазовые ограничения на накоп-
ленные сбережения. При построении системы 
уравнений и ограничений предполагались за-
данными начальный и конечный моменты 
времени. Начальное состояние системы фик-
сировано. Эти ограничения необходимы, 
чтобы рассматриваемые траектории не поки-
дали заданной области пространства, что и 
необходимо реальным микроэкономическим 
системам. Вычислительные процедуры по по-
лученным моделям в настоящее время прохо-
дят апробацию на основе материалов отчета о 
финансовых результатах компании этого года. 
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PHASE CONSTRAINTS IN MATERIAL MEANS SEPARATION MODELS IN MICROECONOMICS 
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One of the important and urgent tasks of microeconomics is the problems of research of the eco-
nomic system, in which there are restrictions associated with the planned volume of output or the 
size of the enterprise production capacity. These constraints are set by the requirement that the 
analyzed trajectories do not leave some given region of the control existence space. Most often, 
such restrictions for all time points are set in the form of inequalities, and certain requirements are 
imposed on the function of the phase coordinates of the object, their value at a given time. This 
problem is classified as an optimal control problem with mixed and phase constraints. In general, 
this area is of scientific interest and requires consideration. In this case, we study the microeconomic 
model of the household economy as the most stable object in the conditions of crises. The accumu-
lated savings are subject to a natural phase constraint of non-negativity. This led to the study of the 
features of the microeconomic formulation of the problem of finding a method for the optimal divi-
sion of material resources into consumed and accumulated parts, since the imposition of a natural 
phase restriction on the non-negativity of accumulated savings makes everything much more com-
plicated. Just as in macroeconomics, consumption is optimized, but not in its pure form, but the 
integral discounted utility of consumption is maximized. The relation equation in this paper differs 
from a similar macroeconomic equation, since the household exists and survives in crisis conditions 
in a different way than do social organisms and large enterprises. That is why the article formulates 
and proves sufficient conditions for solving the problem with a phase constraint. 
 
Keywords: optimal consumption, accumulated savings, phase limitation, indicator function. 
 
Highlights:  
 the important problem of optimal division of material resources into consumed and accumulated 

parts in microeconomics is formulated and solved; 
 an algorithm for constructing optimal control of a microeconomic system is proposed.  
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