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Построение моделей временных рядов по статистическим данным является одной из централь-
ных задач современных эконометрических исследований. Для объяснения закономерностей 
экономического роста используются многочисленные экономические модели на основе диффе-
ренциальных или разностных уравнений. Статья посвящена оцениванию параметров моделей 
экономического роста на основе решений однородных дифференциальных уравнений с посто-
янными коэффициентами. Проводится сравнительный анализ методов оценивания параметров 
авторегрессии рядов экономической динамики с аддитивной помехой в выходном сигнале. Ре-
зультаты моделирования показали, что метод полных наименьших квадратов дает самые точные 
оценки. Наиболее часто применяемый метод наименьших квадратов дает наихудшие оценки. 
 
Ключевые слова: экономический рост, авторегрессия, параметрическая идентификация, метод 
наименьших квадратов, инструментальные переменные, уравнения Юла-Уокера, тренд, сезон-
ность. 
 
Основные положения:  
 предложено использовать модели авторегрессии с аддитивной стохастической компонентой 

в выходном сигнале для оценивания параметров экономического роста; 
 проведено моделирование методов оценивания параметров авторегрессии с аддитивной 

стохастической компонентой в выходном сигнале; 
 показано, что применение метода полных наименьших квадратов дает наиболее точные 

оценки параметров моделей экономического роста. 
 

Введение 
Экономический рост является одной из 

важнейших задач для любой страны. Для выра-
ботки адекватных управленческих решений 
необходимо понимать закономерности, лежа-
щие в основе экономического роста. Для объ-
яснения закономерностей экономического 
роста используются многочисленные экономи-
ческие модели на основе дифференциальных 
или разностных уравнений. Одна из проблем 
построения таких моделей – необходимость 
определять параметры моделей по статистиче-
ским данным, которые обычно являются дис-
кретными. Применение методов дискретиза-
ции для моделей на основе дифференциаль-
ных уравнений вносит дополнительную по-
грешность. Параметры моделей экономиче-
ского роста могут быть оценены из решения 
дифференциальных уравнений. Однако реше-
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ния даже линейных дифференциальных урав-
нений нелинейны по параметрам, что услож-
няет оценивание параметров. 

Для моделирования моделей экономиче-
ского роста с успехом применяется класс мо-
делей авторегрессии – скользящего сред-
него1, называемых также моделями ARMA 
(autoregressive moving average). Главным до-
стоинством моделей данного класса является 
возможность определения линейных и нели-
нейных параметров моделей экономического 
роста через конструируемые при помощи  
Z-преобразования параметры ARMA-модели. 
Оценивание параметров на основе ARMA-
моделей обеспечивает высокие точностные 
характеристики для аппроксимации и прогно-
зирования статистических данных для широ-
кого, практически важного в приложениях 
набора моделей трендовых и колебательных 
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компонент. При определенных условиях ARMA-
модель может быть заменена на более про-
стую авторегрессионную модель.  

При наличии помехи наблюдения оценки 
параметров авторегрессии, получаемые с по-
мощью классического метода наименьших 
квадратов (МНК), оказываются смещен-
ными2, так как не выполняется условие Гаусса-
Маркова об отсутствии автокорреляции в сто-
хастической компоненте параметрической 
модели авторегрессии.  

В данной статье представлены методы 
оценивания параметров моделей экономиче-
ского роста в виде авторегрессии с аддитив-
ной стохастической компонентой в выходном 
сигнале. 

 
Методы 

Для моделирования экономического ро-
ста широко применяются однородные линей-
ные дифференциальные уравнения (модель 
Мальтуса, динамическая модель Леонтьева): 

(௡)ݖ + (௡ିଵ)ݖଵߙ + ⋯ + ݖ௡ߙ = 0.        (1) 
В общем случае решение дифференциаль-

ного уравнения (1) является линейной комбина-
цией следующих решений: ݁ܥ௞௧, ܥଵ݁௞௧ + ௞௧݁ݔଶܥ , 
݁௞௧(ܥଵ ݓݏ݋ܿ ݐ + ଶܥ ݊݅ݏ ݓ  .(ݐ

Так как параметры ݇, ݓ входят в решение 
нелинейно, то их оценивание связано со зна-
чительными сложностями. С помощью Z-пре-
образования решение уравнения (1) может 
быть представлено в виде линейного разност-
ного уравнения: 

 

௜ݖ = ෍ ܾ଴
(௠)ݖ௜ି௠ .

௥

௠ୀଵ

 (2)

 

Так как реальные экономические про-
цессы всегда имеют стохастическую компо-
ненту, запишем: 

௜ݕ = ௜ݖ +   (3)                         ,(݅)ߦ
где ݖ௜, ݕ௜ – истинная и наблюдаемая перемен-

ные; 
 помеха наблюдения, для которой – (݅)ߦ
{(݅)ߦ}ܧ = 0, где ܧ – оператор математиче-
ского ожидания.  
Введем обозначения: 
 вектора коэффициентов авторегрессии:  

ߠ = ቀܾ(ଵ), … , ܾ(௥)ቁ
்

; 

 вектора регрессоров:  
߮௜ = ,௜ିଵݕ) … ,   .்(௜ି௥ݕ
Запишем уравнения (2), (3) в форме ли-

нейной регрессии: 
௜ݕ = ߮௜

ߠ் + ௜ߝ ,                       (4) 
где стохастическая компонента ߝ௜ описыва-

ется уравнением: 
 

௜ߝ = (݅)ߦ − ෍ ܾ଴
(௠)ߦ(݅ − ݉)

௥

௠ୀଵ

. (5)

 

Для получения несмещенных оценок пара-
метров вместо метода наименьших квадратов 
часто применяют метод инструментальных пе-
ременных.  

Будем полагать, что можно подобрать век-
тор инструментальных переменных ߰௜ со сле-
дующими свойствами: 

 вектор ߰௜ не коррелирует со стохасти-
ческой компонентой ߝ௜; 

 вектор ߰௜ имеет высокую корреляцию 
с вектором ߮௜. 

Оценка вектора коэффициентов методом 
инструментальных переменных определяется 
следующим выражением:  

 

෠ூ௏ߠ = ൭
1
ܰ

෍ ߰௜߮௜
்

ே

௜ୀଵ

൱

ିଵ

൭
1
ܰ

෍ ߰௜ݕ௜

ே

௜ୀଵ

൱. (6)

 

Оценки, полученные с помощью выраже-
ния (6), часто имеют малую точность, это свя-
зано с плохой обусловленностью матрицы об-
ратной матрицы, входящей в выражение (6). 
Для повышения точности оценок вектора ко-
эффициентов ߠ увеличивают размерность век-
тора инструментальных переменных так, 
чтобы выполнялось условие ݀݅݉߰௜ > -Дан .ݎ
ная модификация называется расширенным 
методом инструментальных переменных. 
Оценка вектора коэффициентов для расши-
ренного метода инструментальных перемен-
ных определяется из выражения3: 

෠ாூ௏ߠ = ( ෠ܴటథܹ ෠ܴటథ)ିଵ( ෠ܴటథܹ̂ݎట௬),       (7) 
 

где ෠ܴటథ =
1
ܰ

෍ ߰௜߶௜
் ,

ே

௜ୀଵ

ట௬ݎ̂  =
1
ܰ

෍ ߰௜ݕ௜;
ே

௜ୀଵ

 
 

ܹ – взвешивающая матрица (выбор опти-
мальной взвешивающей матрицы рас-
смотрен зарубежными учеными4). 
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В качестве вектора инструментальных пе-
ременных для авторегрессии с аддитивной по-
мехой могут быть использованы задержанные 
значения выхода5: 

߰௜ = ൫ݕ௜ିଵି௟భ … ௜ିଵି௟భି௡భ൯்ݕ
, 

где ݈ଵ ≥ ଵ݊ ,ݎ ≥   .ݎ
Методы на основе уравнений Юла-Уо-

кера. Уравнения Юла-Уокера для авторегрес-
сии имеют вид: 

ቌ
ܴ௭(0) ܴ௭൫−(ݎ − 1)൯

⋱
ܴ௭(ݎ − 1) ܴ௭(0)

ቍ ቌ
ܾ(ଵ)

⋮
ܾ(௥)

ቍ = 

= − ൭
ܴ௭(1)

⋮
ܴ௭(ݎ)

൱, 
 

где ܴ௭(߬) =
1
ܰ

෍ ௜ିఛݖ௜ݖ

ே

௜ୀఛ

. 
 

При аддитивном шуме автокорреляцион-
ная функция и уравнения Юла-Уокера имеют 
вид: 

ܴ௬(0) = ܴ௭(0) + ଶߪ
ଶ, ܴ௬(߬) = ܴ௭(߬), ߬ > 0, 

ቌ
ܴ௬(0) ܴ௭൫−(ݎ − 1)൯

⋱
ܴ௭(ݎ − 1) ܴ௬(0)

ቍ ቌ
ܾ(ଵ)

⋮
ܾ(௥)

ቍ = 

= − ൭
ܴ௭(1)

⋮
ܴ௭(ݎ)

൱,                          (8) 

оценки, получаемые решением системы урав-
нений (8), оказываются смещенными.  

Существует два принципиально различных 
подхода для оценивания параметров, исполь-
зующих уравнения Юла-Уокера. Первый под-
ход состоит в том, что оценивание параметров 
авторегрессии происходит на основе пере-
определенной расширенной системы уравне-
ний6. Данный подход родственен методу ин-
струментальных переменных: 

 

ተተ

ܴ௬(ݎ) … ܴ௬(1)
ܴ௬(ݎ + 1) … ܴ௬(2)

⋮ ⋱ ⋮
ܴ௬(ݎ + ݈ଵ) … ܴ௬(1 + ݈ଵ)

ተተ ተ
ተ

ܾ(ଵ)

⋮
ܾ(௥)

0(௟భି௥)×ଵ

ተ
ተ = 

= − ተተ

ܴ௬(ݎ + 1)
ܴ௬(ݎ + 2)

⋮
ܴ௬(ݎ + ݈ଵ)

ተተ,  ݈ଵ ≥  (9)                .ݎ

Второй подход основан на компенсации 
смещения и требует оценивания дисперсии 
помехи наблюдения. При применении компен-
сации система уравнений Юла-Уокера стано-
вится нелинейной с неизвестными парамет-
рами ߣ и ߠሜ7:  

൫ ሜܴ௬ − ሜߠ൯ܤߣ = 0,                   (10) 
ሜܴ௬ = 

ተ

ተ

ܴ௬(1) ܴ௬(0) … ܴ௬(−(ݎ − 1))
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

ܴ௬(ݎ) ܴ௬(ݎ − 1) … ܴ௬(0)
ܴ௬(ݎ + 1) ܴ௬(ݎ) … ܴ௬(1)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
ܴ௬(ݎ + ݈ଶ) ܴ௬(ݎ + ݈ଶ − 1) … ܴ௬(݈ଶ)

−
ተ

ተ
,  

 

ܤ =
ተ

ተ

0 1 … 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 … 1
0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 … 0

ተ

ተ
, ݈ଶ > 1. 

Полный метод наименьших квадратов8 
(ПМНК) позволяет получать несмещенные 
оценки вектора параметров авторегрессии 
при наличии помех наблюдений. Идея метода 
заключается в использовании для минимиза-
ции ошибки нормы Фробениуса. Для уравне-
ния (4) несмещенные оценки вектора коэффи-
циентов авторегрессии получаются минимиза-
цией представленного критерия: 

 

෠்௅ௌߠ = ݉݅݊
ఏ∈஻෨

∑ ൫ݕ௜ − ߶௜
൯ଶேߠ்

௜ୀଵ

ଶߪ + ଶߪ ߠ்ߠ
= 

= ݉݅݊
ఏ∈஻෨

∑ ൫ݕ௜ − ߶௜
൯ଶேߠ்

௜ୀଵ

1 + ߠ்ߠ
. 

(11)

 
Результаты 

Проведем сравнительный анализ методов 
оценивания параметров моделей экономиче-
ского роста на тестовом примере. В качестве 
примера использовано решение однородного 
дифференциального уравнения второго по-
рядка c комплексными корнями, данная мо-
дель позволяет моделировать как трендовую, 
так и случайную составляющую экономиче-
ского роста: 
௜ݕ = 4 )݌ݔ݁ − (௜ݐ4 )ݏ݋ܿ ௜ݐ2 − 0.5) +  (12)   .(݅)ߦ

Величина среднеквадратического откло-
нения для помехи ߦ(݅) была выбрана равной 
ߪ = 0,25.  
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Для частоты дискретизации равной ݐ߂ = 0,2 
уравнению (12) соответствует модель авторе-
грессии второго порядка с помехой ߦ(݅) (݅ > 2):  

௜ݖ = ௜ିଵݖ1.6682 −   ,௜ିଶݖ0.8187
௜ݕ = ௜ݖ +  (13)                    ,(݅)ߦ

Оценим коэффициенты модели (13) пред-
ставленными в статье методами: 

 методом расширенных инструменталь-
ных переменных (EIV). В качестве вектора ин-
струментальных переменных для авторегрес-
сии с аддитивной помехой могут быть исполь-
зованы задержанные значения выхода; 

 на основе уравнений Юла-Уолкера 
(YW) высокого порядка (9); 

 методом полных наименьших квадра-
тов (11) (TLS); 

 методом наименьших квадратов (LS).  
Сравнение методов осуществлялось по 

приведенным ниже характеристикам: 
 относительной погрешности оценива-

ния вектора параметров авторегрессии: 

ߠߜ = ඨฮߠ෠ − ଴ฮଶߠ

଴‖ଶߠ‖ ⋅ 100
0
0

; 

 относительной погрешности аппрокси-
мации: 

ݖߜ = ට‖௭̂ି௭‖మ

‖௭‖మ ⋅ 100%, 

где ݖ = ௜ݖ| , … ்|ேݖ − вектор истинных значе-
ний переменной; 
ݖ̂ = ௜ݖ̂| , … ்|ேݖ̂ − оценка вектора истинных 
значений, рассчитанная с помощью полу-
ченной по статистическим данным модели 
авторегрессии; 
 коэффициенту детерминации: 

ܴଶ = 1 −
∑ ௜ݕ) − ௜)ଶேݖ̂

௜ୀଵ
∑ ௜ݕ) − ଶே([௜ݕ]ܧ

௜ୀଵ
. 

Результаты оценивания параметров мо-
дели (13) представлены в таблице. 

Длина выборки N=40. 

Обсуждение 
Представленные в таблице результаты по-

казывают, что точные оценки позволяет полу-
чить метод полных наименьших квадратов. 
Классический метод наименьших квадратов 
показывает наихудшие результаты.  

Обобщение представленных результатов 
на случай нелинейных моделей экономиче-
ского роста представляет интерес и является 
темой дальнейших исследований. 

 
Заключение 

В статье рассмотрены методы оценивания 
параметров моделей экономического роста 
на основе моделей авторегрессий с аддитив-
ными стохастическими компонентами. Приме-
нение моделей авторегрессий позволяет пе-
рейти от нелинейной по параметрам статиче-
ской задаче оценивания к линейной по пара-
метрам динамической задаче. Данный подход 
упрощает процедуру оценивания параметров 
моделей экономического роста и увеличивает 
точность получаемых оценок. 
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The construction of time series models based on statistical data is one of the central tasks of modern 
econometric studies. Numerous economic models based on differential equations are used to ex-
plain the patterns of economic growth. The article is devoted to the estimation of parameters of 
economic growth models based on solutions of homogeneous differential equations with constant 
coefficients. A comparative analysis of methods for estimating the parameters of autoregression of 
economic dynamics series with additive interference in the output signal is carried out. The simula-
tion results showed that the full least squares method gives the most accurate estimates. The most 
commonly used least squares method gives the worst estimates. 
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Highlights:  
 it is proposed to use autoregression models with an additive stochastic component in the output 

signal to estimate the parameters of economic growth; 
 methods for estimating autoregression parameters with an additive stochastic component in the 

output signal are modeled; 
 It is shown that the application of the full least squares method gives the most accurate estimates 

of the parameters of economic growth models. 
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