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ÁÓÕÃÀËÒÅÐÑÊÈÉ Ó×ÅÒ, ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ

Íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ ñîâìåñòíûõ
ðàñïðåäåëåíèé ýêîíîìè÷åñêèõ è ôèíàíñîâûõ
ïåðåìåííûõ ÷àñòî âîçíèêàåò ïðè ìîäåëèðî-
âàíèè ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, à òàê-
æå â çàäà÷àõ ôèíàíñîâîãî ðûíêà, ñòðàõîâà-
íèÿ è ýêîíîìåòðèêè. Ê òàêîâûì îòíîñÿòñÿ
çàäà÷è îöåíêè, àíàëèçà è óïðàâëåíèÿ ôèíàí-
ñîâûìè è ñòðàõîâûìè ðèñêàìè, äîõîäíîñòÿ-
ìè ðàçíûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ1.

Òðàäèöèîííûé ïîäõîä, äî íåäàâíåãî âðå-
ìåíè øèðîêî ïðèìåíÿåìûé ïðè ðåøåíèè ïî-
äîáíûõ çàäà÷, ñîñòîÿë â òîì, ÷òî äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñ-
ñëåäóåìûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ èñ-
ïîëüçîâàëàñü ìîäåëü ìíîãîìåðíîãî íîðìàëü-
íîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ. Îäíàêî, êàê ïîä-
÷åðêèâàåò Ä. Ôàíòàööèíè, ññûëàÿñü íà ìíå-
íèå ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàòåëåé, “èñ-
ïîëüçîâàíèå äëÿ òàêèõ çàäà÷ ìîäåëè ìíîãî-
ìåðíîãî íîðìàëüíîãî (ãàóññîâñêîãî) çàêîíà
íå îòðàæàåò ñïåöèôèêè èìåþùèõñÿ èñõîä-
íûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ”2.  Ïîýòîìó äëÿ
àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ âçàèìîñâÿçåé, ñóùå-
ñòâóþùèõ ìåæäó ýêîíîìè÷åñêèìè è ôèíàí-
ñîâûìè ïåðåìåííûìè, ñëåäóåò ïðèìåíÿòü íå
òîëüêî ìîäåëü ìíîãîìåðíîãî ãàóññîâñêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, íî è èíûå ìîäåëè ñîâìåñò-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé. Êîïóëà-ôóíêöèè è ÿâ-
ëÿþòñÿ ñðåäñòâîì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìíî-
ãîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Êàê óêàçûâàåò
Ä. Ôàíòàööèíè, “êîïóëà-ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîïóëà-ôóíêöèÿ, ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå îäíîñòîðîííèõ ñòàòèñòèê Ãðàááñà,
ñêàòòåðïëîòû, êîýôôèöèåíò ðàíãîâîé êîððåëÿöèè Ñïèðìåíà, íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå,
ñòàíäàðòèçèðîâàííûå ìèíèìóì è ìàêñèìóì, ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî.

Ðàññìîòðåíû îäíîñòîðîííèå ñòàòèñòèêè Ãðàááñà, ò.å. ñòàíäàðòèçèðîâàííûå ìàêñèìóì è ìèíèìóì,
âû÷èñëåííûå ïî íîðìàëüíîé âûáîðêå. Èç ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñòàòèñòèê ìåòîäîì
èíâåðñèè ïîñòðîåíà íîâàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ êîïóëà-ôóíêöèÿ. Ïîñòðîåíû ãðàôèêè
ñìîäåëèðîâàííûõ çíà÷åíèé èç ýòîé êîïóëû. Íàéäåíî, ÷òî êîïóëà Ãðàááñà ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü
îòðèöàòåëüíûå âçàèìîñâÿçè ìåæäó ñëó÷àéíûìè ïåðåìåííûìè. Ïîñòðîåíà àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ
êîýôôèöèåíòà ðàíãîâîé êîððåëÿöèè Ñïèðìåíà ýòîé êîïóëû. Âûïîëíåíû ìîäåëüíûå ðàñ÷åòû
ôóíêöèè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êîãäà èõ âçàèìîñâÿçü îïèñûâàåòñÿ
êîïóëîé Ãðàááñà, è êàæäàÿ èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååò ðàñïðåäåëåíèå Êîøè.

ôóíêöèåé, àãðåãèðóþùåé âñþ èíôîðìàöèþ
îòíîñèòåëüíî ñòðóêòóðû çàâèñèìîñòè ìåæäó
êîìïîíåíòàìè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà”3.

 Èìååòñÿ íåñêîëüêî êîíñòðóêòèâíûõ òè-
ïîâ êîïóë: ýëëèïòè÷åñêèå, àðõèìåäîâû è ýê-
ñòðåìàëüíûå4. Â ÷àñòíîñòè, ê ýëëèïòè÷åñêèì
êîïóëàì îòíîñÿòñÿ íîðìàëüíàÿ (ãàóññîâà) êî-
ïóëà è t-êîïóëà Ñòüþäåíòà. Ýëëèïòè÷åñêèå
êîïóëû ïîçâîëÿþò âîññòàíàâëèâàòü ñèììåò-
ðè÷íûå ìíîãîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ5, è ïî-
ýòîìó îíè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â àêòóàðíîé
ìàòåìàòèêå, ñòðàõîâàíèè è ôèíàíñàõ.

Ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñ èñïîëü-
çîâàíèåì êîïóëà-ôóíêöèé â ïðèëîæåíèÿõ ïî-
ÿâèëîñü â êîíöå 1990-õ ãã.6 Â ðóññêîÿçû÷íûõ
ñòàòüÿõ ïåðâûå ïðèìåðû ïðèêëàäíîãî èñïîëü-
çîâàíèÿ êîïóë ìîæíî íàéòè ó Á.Å. Áðîäñêî-
ãî, Ã.È. Ïåíèêàñà, È.À. Ñàôàðÿíà è Â.Á. Ñè-
ìàêîâîé7. Òàê, â ðàáîòå Ã.È. Ïåíèêàñà8 áûëà
ðàññìîòðåíà çàäà÷à óïðàâëåíèÿ âàëþòíûì
ðèñêîì áàíêà. Åå ðåøåíèå ïðåäïîëàãàëî îöå-
íèâàíèå ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ëîãàðèô-
ìè÷åñêèõ äîõîäíîñòåé îáìåííîãî êóðñà ðàç-
ëè÷íûõ âàëþò. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíåíû äâà ïîä-
õîäà: òðàäèöèîííûé, êîãäà äëÿ îïèñàíèÿ ñî-
âìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ
äîõîäíîñòåé áûëî èñïîëüçîâàíî ìíîãîìåð-
íîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, è ïîäõîä,
îñíîâàííûé íà êîïóëàõ. Ñîïîñòàâëÿÿ ýòè ïîä-
õîäû, Ã.È. Ïåíèêàñ äåëàåò âûâîä, ÷òî “ïðè-
ìåíåíèå êîïóë ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì,



114

Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ýêîíîìè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà. 2015. № 7 (129)

ïîñêîëüêó ïðèâîäèò ê áîëüøåìó óðîâíþ äî-
õîäíîñòè ïðè îäèíàêîâîì ðàçìåðå âàëþòíî-
ãî ðèñêà”9.

Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå îñíîâ òåîðèè
êîïóëà-ôóíêöèé è ìîäåëèðîâàíèÿ ìíîãîìåð-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì êîïó-
ëà-ôóíêöèé ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòàõ Þ.Í. Áëà-
ãîâåùåíñêîãî10, Ä. Ôàíòàööèíè 11 è â ó÷åáíè-
êå Ñ.À. Àéâàçÿíà è Ä. Ôàíòàööèíè12.

Êîïóëà-ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü èçâëå÷åíà
èç èçâåñòíîãî ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ. Òàêîé ñïîñîá ïîñò-
ðîåíèÿ êîïóëû îñíîâàí íà èçâåñòíîé òåîðå-
ìå Ñêëàðà13. Â ÷àñòíîñòè, èìåííî òàêèì ñïî-
ñîáîì áûëè ïîñòðîåíû íîðìàëüíàÿ (ãàóññî-
âà) êîïóëà è t-êîïóëà Ñòüþäåíòà ñî ñêàëÿð-
íûì ïàðàìåòðîì ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Èññëåäîâàòåëè ïðåäïðèíèìàþò è íîâûå
ïîïûòêè ñîçäàíèÿ êîïóëà-ôóíêöèé. Íàïðèìåð,
â äèññåðòàöèè À.È. Áàëàåâà íîâàÿ êîïóëà
áûëà ñêîíñòðóèðîâàíà èç ìíîãîìåðíîãî
t-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ âåêòîðîì ñòåïåíåé ñâîáî-
äû14. Íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ íîâîé êî-
ïóëû À.È. Áàëàåâ îáîñíîâûâàåò òåì îáñòîÿ-
òåëüñòâîì, ÷òî òðàäèöèîííî ïðèìåíÿåìàÿ
t-êîïóëà Ñòüþäåíòà ñî ñêàëÿðíûì ïàðàìåò-
ðîì ñòåïåíåé ñâîáîäû íå âñåãäà àäåêâàòíî
îïèñûâàåò ìíîãîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå äî-
õîäíîñòåé ôîíäîâûõ èíäåêñîâ.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðåàëü-
íî ñóùåñòâóþùèõ ìíîãîìåðíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîñòàòî÷íî óæå ñó-
ùåñòâóþùåé êîëëåêöèè êîïóë. Íîâûå êîïó-
ëà-ôóíêöèè ìîãóò ïîñëóæèòü îñíîâàíèåì äëÿ
êîíñòðóèðîâàíèÿ íîâûõ ìíîãîìåðíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé.

 Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíû íåêîòî-
ðûå ñâîéñòâà íîâîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé
êîïóëà-ôóíêöèè, ïîñòðîåííîé èç ñîâìåñòíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîñòîðîííèõ ñòàòèñòèê
Ãðàááñà.

Î ðàñïðåäåëåíèè îäíîñòîðîííèõ
ñòàòèñòèê Ãðàááñà
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ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèê )(1
nT è )1(,nT  òàêæå ÿâëÿ-

åòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì, ïîñêîëüêó îíî îïðå-
äåëÿåòñÿ íàòóðàëüíûìè ïàðàìåòðàìè n è 2n .

Ïîñòðîåíèå êîïóëû Ãðàááñà
è èññëåäîâàíèå åå ñâîéñòâ

Êîïóëó Ãðàááñà ïîëó÷èì èíâåðñèåé èç äâó-

ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ  ,, 21 ttn   2n , èñ-

ïîëüçóÿ ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Ñêëàðà17. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç  n  ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ôóíêöèè ÷à-

ñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ  1
nF . Òîãäà äëÿ  vu,  èç

åäèíè÷íîãî êâàäðàòà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

êîïóëà      0,110:;, 2 ,nvuCGr  òàêàÿ, ÷òî

      .vunvuC nnnGr  ,;,

Òàê êàê ôóíêöèÿ  21,ttn  ÿâëÿåòñÿ ñèì-

ìåòðè÷íîé18, òî è êîïóëà-ôóíêöèÿ Ãðàááñà òàê-
æå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèììåòðè÷íîñòè, ò.å.

   nuvCnvuC GrGr ;,;,  .

Äëÿ èçó÷åíèÿ ñèëû âçàèìîñâÿçè ìåæäó
ñëó÷àéíûìè ïåðåìåííûìè, çàêëþ÷åííûìè â
êîïóëó Ãðàááñà, ïðèìåíèì ãðàôè÷åñêèé àíà-
ëèç ñêàòòåðïëîòîâ. Ñêàòòåðïëîò ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ãðàôèê ñàðõèâèðîâàííûõ çíà÷åíèé
èç êîïóëû19. Ñàðõèâèðîâàííûå çíà÷åíèÿ èç
êîïóëû Ãðàááñà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïîñðåä-
ñòâîì ðîçûãðûøà ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî
çíà÷åíèé ñòàòèñòèê Ãðàááñà è èõ ïîñëåäóþ-
ùåé ðàâíîìåòðèçàöèè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
êîïóëû Ãðàááñà êîîðäèíàòû òî÷åê ñêàòòåðï-
ëîòà - ýòî íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ äâóìåðíî-

ãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà  VU , , êîìïîíåíòû

êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

 
  1,

1
nn TFU  ;     11

nn TFV  .

Ïîýòîìó íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèê
Ãðàááñà  )1(,nT  è )(1

nT  âû÷èñëÿëèñü ïî ôîðìóëàì
(1) ïî âûáîðêå èç ðàçûãðàííûõ çíà÷åíèé  niiX 1
íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

X , à êîìïîíåíòû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà  VU ,  âû-
÷èñëÿëèñü â òî÷êàõ )1(,nT  è )(1

nT  ïî ôîðìóëàì (2).
Íà ðèñ. 1 - 4 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñêàò-

òåðïëîòîâ èç êîïóëû Ãðàááñà äëÿ ñëó÷àÿ, êîã-
äà åå ïàðàìåòð n = 4, 7, 15, 35. Èç ðèñ. 1 - 4
âèäíî, ÷òî çàâèñèìîñòü ìåæäó ñëó÷àéíûìè
âåëè÷èíàìè, ñâÿçàííûìè êîïóëîé Ãðàááñà, ÿâ-
ëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíîé. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà
ïàðàìåòðà n îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿ-
íèå íà ñèëó âçàèìîñâÿçè ñëó÷àéíûõ ïåðåìåí-
íûõ. Åñëè äëÿ 15n  íàáëþäàåòñÿ ñèëüíàÿ
âçàèìîñâÿçü, òî äëÿ 15n  çàâèñèìîñòü ñòà-
íîâèòñÿ ñëàáî âûðàæåííîé, òàê ÷òî äëÿ

35n  ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå ïåðå-
ìåííûå, çàêëþ÷åííûå â êîïóëó Ãðàááñà, ðàñ-
ïðåäåëåíû íåçàâèñèìî.

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ñèëû âçàè-
ìîñâÿçè ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ, çàêëþ÷åí-
íûõ â êîïóëó Ãðàááñà, ìîæåò áûòü èñïîëüçî-
âàí êîýôôèöèåíò ðàíãîâîé êîððåëÿöèè Ñïèð-

(3)

(4)
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ìåíà (  -Ñïèðìåíà) 20.  Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
 -Ñïèðìåíà áûëî ïðèìåíåíî ìîäåëèðîâàíèå
ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî.

Â àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ íåñìåùåííûõ
îöåíîê êîýôôèöèåíòà  -Ñïèðìåíà âêëþ÷å-
íû ñëåäóþùèå øàãè:

1) ðàçûãðûâàíèå çíà÷åíèé  niiX 1  íîð-

ìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû X ;

2) âû÷èñëåíèå ïî ôîðìóëàì (1) íàáëþäà-

åìûõ çíà÷åíèé ñòàòèñòèê Ãðàááñà )1(,nT  è )(1
nT ;

3) ðàâíîìåòðèçàöèÿ êîìïîíåíò ñëó÷àéíî-

ãî âåêòîðà ( )1(,nT , )(1
nT ), ò.å. âû÷èñëåíèå çíà-

÷åíèé ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ U  è V  ïî ôîð-

ìóëàì  
  1,

1
nn TFU   è     11

nn TFV  ;

4) ïîâòîð øàãîâ 1-3, Ì = 3000 ðàç;
5) âû÷èñëåíèå ïî íàéäåííûì ìàññèâàì

 Mkkk VU 1,   íåñìåùåííîé îöåíêè äëÿ êîýô-

ôèöèåíòà  -Ñïèðìåíà21:

 
   VU

VUvoc
S 
 


 , ,

ãäå     VVUUVUvoc ,
 ;  )U(

 

 UUvoc ,


 ;    VVvocV ,
  .

6) ïîâòîð øàãîâ 1-5 äëÿ çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðà n,  óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

213  n .

Ðèñ. 1. Ñêàòòåðïëîò èç êîïóëû Ãðàááñà
äëÿ ñëó÷àÿ n = 4

Ðèñ. 2. Ñêàòòåðïëîò èç êîïóëû Ãðàááñà
äëÿ ñëó÷àÿ n = 7

Ðèñ. 3. Ñêàòòåðïëîò èç êîïóëû Ãðàááñà
äëÿ ñëó÷àÿ n = 15

Ðèñ. 4. Ñêàòòåðïëîò èç êîïóëû Ãðàááñà
äëÿ ñëó÷àÿ n = 35

(5)

0,0
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Íåñìåùåííûå îöåíêè êîýôôèöèåíòà
 -Ñïèðìåíà, âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëå (5),
ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5. Âèäíî, ÷òî êîýôôèöè-
åíò  -Ñïèðìåíà îòðèöàòåëåí. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî êîïóëà Ãðàááñà ìîäåëèðóåò îòðèöàòåëü-
íóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷è-
íàìè. Ïðè ýòîì ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà n íàáëþ-
äàåòñÿ ñóùåñòâåííîå óìåíüøåíèå (ïî àáñî-
ëþòíîé âåëè÷èíå) çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà

 -Ñïèðìåíà, òàê ÷òî óæå ïðè 20n  ìîæíî
îæèäàòü, ÷òî óêàçàííûé êîýôôèöèåíò áóäåò
áëèçîê ê íóëþ. Èç ðèñ. 5 òàêæå âèäíî, ÷òî â
ñëó÷àå 144  n  êîýôôèöèåíò  -Ñïèðìåíà

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 0,5ρ1  . Ïî-
ýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çäåñü  èìååò ìåñòî
ñèëüíàÿ îòðèöàòåëüíàÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ñâÿçàííûìè êîïó-
ëîé Ãðàááñà.

 Íåñìåùåííûå îöåíêè êîýôôèöèåíòà
 -Ñïèðìåíà áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ ïðèáëèæåííîé ôîðìóëû, îïèñûâàþùåé
çàâèñèìîñòü äàííîãî êîýôôèöèåíòà îò ïàðà-
ìåòðà n. Òàêàÿ ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöèåíòà
 -Ñïèðìåíà áûëà ïîëó÷åíà ìåòîäîì íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ):

,631,0,018 n/ÌНÊ 

  .R 989,02 

(6)

Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷å-
òà ÌÍÊ-îöåíîê êîýôôèöèåíòà  -Ñïèðìåíà

ïî ôîðìóëå (6). Â ñëó÷àå 20n  çíà÷åíèÿ

ÌНÊ  ÿâëÿþòñÿ ïðîãíîçíûìè. Äëÿ êîíòðî-

ëÿ çà òî÷íîñòüþ ïðîãíîçà áûëè âûïîëíåíû

ðàñ÷åòû ÌНÊ  è S


 ïî ôîðìóëàì (5) è (6)

äëÿ 8020  n , ïîêàçàâøèå, ÷òî â ñëó÷àå

8020  n  îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ïðîãíî-

çà 0%10





S

SÌНÊ




 óäîâëåòâîðÿëà óñ-

ëîâèþ 10% . Íàïðèìåð, â ñëó÷àå 35n

îöåíêà 0,28061S


,  ÌÍÊ-îöåíêà

60,2938ÌНÊ


. Êàê ñëåäñòâèå, îòíîñè-

òåëüíàÿ îøèáêà ïðîãíîçà 4,7% .

Ïðèìåð. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîäåëèðîâà-
íèÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó ñëó÷àéíûìè ïåðåìåí-
íûìè X è Y  ñ ïîìîùüþ êîïóëû Ãðàááñà ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå

X  è Y  èìåþò äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ðàñïðå-

äåëåíèå Êîøè, ò.å.    11,,  xFxXP  è

   22,,  yFyYP ,  ãäå   zF
2

1
,,















z
arctg

1
.

Ðèñ. 5. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè íåñìåùåííîé îöåíêè
êîýôôèöèåíòà -Ñïèðìåíà îò ïàðàìåòðà n
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Ðèñ. 6. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ÌÍÊ-îöåíêè êîýôôèöèåíòà -Ñïèðìåíà

îò ïàðàìåòðà n

 

 

   0,8 
 
   0,6 
 

 
   0,4 
 

 
   0,2 
 

 
      0 

10 
Y  -20 

  0 

X 

 10 
  20 

Ðèñ. 7. Ãðàôèê ôóíêöèè

ñî âì åñòí î ãî  ðàñï ðåäåëåí èÿ  yxH ,
äâóõ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ,

ñâÿçàííûõ êîïóëîé Ãðàááñà ( 5n )

 

    0,012 
 
    0,008 
 
    0,004 
 
           0 

 0 
 -10   -10 Y 

 10 

Х 
 0 

Ðèñ. 8. Ãðàôèê ñîâìåñòíîé

ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ  yxh ,
äâóõ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ,

ñâÿçàííûõ êîïóëîé Ãðàááñà ( 5n )

Òîãäà ôóíêöèÿ     xFCyxH Gr ,,,, 11 

  nyF ;,, 22   ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ñîâìåñòíî-

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y ,
ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ðàâíû

 11,, xF  è  22,, yF , ñîîòâåòñòâåííî22.

Ïðè ýòîì âçàèìîñâÿçü ìåæäó ïåðåìåííûìè X è

Y  áóäåò îïèñûâàòüñÿ êîïóëîé Ãðàááñà.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè ñî-

âìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ  yxH ,  áûë ðàç-

ðàáîòàí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé êî-

ïóëà-ôóíêöèè  vuCGr ,  ïî ôîðìóëàì (2) -

(4). Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåã-
ðàëîâ â ôîðìóëàõ (2) è (3) èñïîëüçîâàëàñü
êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà Ãàóññà, óçëàìè êîòî-
ðîé ÿâëÿëèñü êîðíè ìíîãî÷ëåíà Ëåæàíäðà
âîñüìîé ñòåïåíè23.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ôóíêöèè ñîâìåñòíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ  yxH ,  äëÿ ñëó÷àÿ 5n , 1 
02  , 11   è 102   ïðèâåäåíû íà ðèñ. 7.

 Êðîìå òîãî, áûëè âûïîëíåíû âû÷èñëåíèÿ

ïëîòíîñòè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ  yxh , 
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 yxH ''
xy , . Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñîâìåñòíîé

ïëîòíîñòè  yxh ,  äëÿ ñëó÷àÿ 5n , 1 

02  , 11   è 102   è  ïðèâåäåíû íà ðèñ. 8.

Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå èññëåäîâàíà íîâàÿ îäíîïàðàìåò-

ðè÷åñêàÿ êîïóëà-ôóíêöèÿ, ïîëó÷åíàÿ ìåòîäîì
èíâåðñèè èç ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàí-
äàðòèçèðîâàííûõ ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà. Ïðè
ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñòàíäàðòèçèðîâàí-
íûå ìèíèìóì è ìàêñèìóì âû÷èñëÿþòñÿ ïî íîð-
ìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé âûáîðêå îáúåìà n.
Èçó÷åíî âëèÿíèå ïàðàìåòðà êîïóëû n íà ñèëó
çàâèñèìîñòè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè,
çàêëþ÷åííûìè â êîïóëó Ãðàááñà. Äëÿ ýòîãî
áûë âûïîëíåí ãðàôè÷åñêèé àíàëèç êîïóëû
ïîñðåäñòâîì ñêàòòåðïëîòîâ. Íàéäåíî, ÷òî ñ
ðîñòîì ïàðàìåòðà n íàáëþäàåòñÿ ñóùåñòâåí-
íîå ïàäåíèå ñèëû çàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ ïå-
ðåìåííûõ, ñâÿçàííûõ êîïóëîé Ãðàááñà. Â ÷àñ-
òíîñòè, äëÿ 144  n  ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
èìååò ìåñòî òåñíàÿ îòðèöàòåëüíàÿ âçàèìîñâÿçü
ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ, “óïàêîâàííûõ” â êî-
ïóëó Ãðàááñà, èáî êîýôôèöèåíò ðàíãîâîé êîð-
ðåëÿöèè Ñïèðìåíà äëÿ êîïóëû Ãðàááñà óäîâ-
ëåòâîðÿë óñëîâèþ 0,5ρ1  . Àïïðîêñè-

ìàöèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòà  -Ñïèðìåíà, ïîñò-
ðîåííàÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïî-
êàçàëà õîðîøèå ïðîãíîñòè÷åñêèå ñâîéñòâà äëÿ
ñëó÷àÿ 804  n .

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü
ïðîôåññîðó Ãàáèáóëëå Ðàáàäàíîâè÷ó Õàñàåâó çà
êîíñòðóêòèâíûå çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ, ñäå-
ëàííûå èì ïðè ÷òåíèè ðóêîïèñè.
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