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Ðàññìîòðåíà ñèñòåìà ðàñïðåäåëåíèÿ òîâàðîâ íà ñêëàäàõ ïðåäïðèÿòèé ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ, ñîñòàâëåíà ìîäåëü ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ïîòðåáèòåëåé.

Ðåøåíèå çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè
ðàñïðåäåëåíèÿ òîâàðîâ èìååò âàæíîå çíà-
÷åíèå1. Íåñìîòðÿ íà ÿâíóþ ìèðîâóþ òåí-
äåíöèþ ê ñíèæåíèþ çàïàñîâ, â ðåàëüíîé
æèçíè ìíîãèå ïðåäïðèÿòèÿ íå ìîãóò èõ ñî-
êðàùàòü. Êàæäîå ïðîìûøëåííîå ïðåäïðèÿòèå
íà ïëàíîâûé ïåðèîä è â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðî-
ãðàììîé ïðîèçâîäñòâà äîëæíî áûòü îáåñïå÷å-
íî íåîáõîäèìûìè ðåñóðñàìè, ïðåäñòàâëÿþùè-
ìè ñîáîé çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü îáîðîòíûõ ôîí-
äîâ ïðåäïðèÿòèÿ. ×òî êàñàåòñÿ ïðåäïðèÿòèé òîð-
ãîâëè, òî åñëè ó íèõ íåò çàïàñîâ, òî è ïðîäà-
æè îòñóòñòâóþò, ê òîìó æå âîçíèêàþò çàòðà-
òû, ñâÿçàííûå ñ ïîòåðåé ïîêóïàòåëåé.

Ðàñïðåäåëåíèå òîâàðîâ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé êîìïëåêñ îðãàíèçàöèîííûõ, ïëàíîâûõ è
îïåðàòèâíî-óïðàâëåí÷åñêèõ ìåðîïðèÿòèé, ñâÿ-
çàííûõ ñ ïîñòàâêîé, ðåàëèçàöèåé è ïðîäâè-
æåíèåì òîâàðîâ îò ïîñòàâùèêà ê ïîòðåáèòå-
ëþ. Çàäà÷è, ñòîÿùèå ïåðåä ñëóæáàìè ñáûòà
è îòäåëàìè ïðîäàæ, ñâîäÿòñÿ ê ñâîåâðåìåí-
íîñòè, ðèòìè÷íîñòè, êîìïëåêòíîñòè è àññîð-
òèìåíòó ïîñòàâîê. Ñîñòîÿíèå è ðàçìåð çàïà-
ñîâ âëèÿþò íà ðåøåíèå íå òîëüêî âûøå óêà-
çàííûõ çàäà÷, íî è íà ýêîíîìè÷åñêèå ïîêà-
çàòåëè ðàáîòû ïðåäïðèÿòèÿ.

Ðàçìåð çàïàñà âàæåí â òîé ñòåïåíè, â
êîòîðîé îí âëèÿåò íà ÷èñëî çàêàçîâ è ñîîò-
âåòñòâåííî íà òî ÷èñëî ñèòóàöèé, êîãäà ïðåä-
ïðèÿòèå ïîäâåðãàåòñÿ ðèñêó âîçíèêíîâåíèÿ
ïîòåíöèàëüíîãî äåôèöèòà â êîíöå êàæäîãî
ñðîêà âûïîëíåíèÿ çàêàçà.

Ïðè ðàñïðåäåëåíèè òîâàðîâ àêòóàëüíî
îïòèìèçèðîâàòü îáúåìû çàïàñîâ: óñòàíîâèòü
âåëè÷èíó çàïàñîâ, ïðè êîòîðîé íåïðåðûâ-
íîñòü ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà è ïðîöåññà

ïðîäàæè òîâàðîâ ìîæåò îáåñïå÷èòüñÿ ìèíè-
ìàëüíûìè èõ îáúåìàìè. Äëÿ ýòîãî øèðîêî
ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ.

Ðàñïðåäåëèòåëüíûå ýêîíîìè÷åñêèå ñèñ-
òåìû, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòíû-
ìè èëè ñòîõàñòè÷åñêèìè, òàê êàê âûõîäíûå
ïàðàìåòðû ñèñòåìû ñëó÷àéíûì îáðàçîì çà-
âèñÿò îò âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ.

Ðàñïðåäåëèòåëüíóþ ñèñòåìó ìîæíî ñ÷è-
òàòü ñòîõàñòè÷åñêîé, åñëè:

♦ ñèñòåìà ñëîæíàÿ, ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ,
îïèñûâàåòñÿ ìíîãîóðîâíåâîé èåðàðõè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé;

♦ ñèñòåìà ïîäâåðæåíà âëèÿíèþ áîëüøî-
ãî ÷èñëà íåóïðàâëÿåìûõ âíåøíèõ ôàêòîðîâ
(íåîïðåäåëåííîñòü, ñâÿçàííàÿ ñî ñïðîñîì è
âðåìåíåì âûïîëíåíèÿ çàêàçîâ).

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû ðàñïðåäåëå-
íèÿ òîâàðîâ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñòî-
õàñòè÷åñêèå ìåòîäû. Ïðè ïðèìåíåíèè ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèÿ öåëåâîé ôóí-
êöèè âåäåòñÿ ïî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ, ò.å. ïðè
çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøå-
íèå, êîãäà çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â ñðåä-
íåì áóäåò îïòèìàëüíûì. Ñòîõàñòè÷åñêèå ñè-
ñòåìû îïèñûâàþòñÿ ìàðêîâñêèì àïïàðàòîì, â
îñíîâå êîòîðîãî ëåæàò ìàðêîâñêèå ñëó÷àé-
íûå ïðîöåññû. Ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â
ðàñïðåäåëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ, îòíîñÿòñÿ ê
ìàðêîâñêèì, òàê êàê äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðå-
ìåíè t

0
 âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðî-

öåññà â áóäóùåì çàâèñÿò òîëüêî îò åãî ñî-
ñòîÿíèÿ â äàííûé ìîìåíò t

0
 è íå çàâèñÿò îò

òîãî, êîãäà è êàê ñèñòåìà ïðèøëà â ýòî ñî-
ñòîÿíèå.
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Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ
ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåìû ðàñïðåäåëåíèÿ
òîâàðîâ, ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíîé
ïîïîëíÿåìîé âåëè÷èíû çàïàñîâ, õðàíÿùèõñÿ
íà ñêëàäå, ïðè êîòîðîé îáåñïå÷èâàåòñÿ òðå-
áóåìàÿ âåðîÿòíîñòü óäîâëåòâîðåíèÿ çàÿâîê
ïîòðåáèòåëåé êàê â ñðåäíåì çà ïðîäîëæè-
òåëüíûé ïåðèîä âðåìåíè, òàê è íà áîëåå êî-
ðîòêîì îòðåçêå.

Äëÿ ôîðìàëèçàöèè çàäà÷è ðàññìîòðèì
ñïåöèàëèçèðîâàííûé ñêëàä, â êîòîðîì òîâàð
õðàíèòñÿ â óíèôèöèðîâàííîì ìîäóëå è îäèí
ìîäóëü óäîâëåòâîðÿåò îäíó çàÿâêó ïîòðåáè-
òåëÿ. Ïîïîëíåíèå çàïàñà òîâàðà ïîñòàâùèêîì
òàêæå ïðîèçâîäèòñÿ óíèôèöèðîâàííûì ìî-
äóëåì.

Íà ñêëàäå îäíîâðåìåííî õðàíèòñÿ k òà-
êèõ ìîäóëåé, êîòîðûå â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû
âðåìåíè áóäóò âîñòðåáîâàíû èíîãäà îäíî-
âðåìåííî ïîòðåáèòåëÿìè, ïîñëå ÷åãî íà÷èíà-
åòñÿ ïîñòàâêà. Âñå çàïàñû íà ñêëàäå íàêàï-
ëèâàþòñÿ â ðåçóëüòàòå ñïåöèàëüíî îðãàíèçî-
âàííûõ ïîñòàâîê. Ïîòîê ïîñòàâîê íà âõîäå
õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîåé èíòåíñèâíîñòüþ:

ср
t

m
1

= ,

ãäå t
ñð 

- ñðåäíåå âðåìÿ ïîñòàâêè îäíîãî ìî-
äóëÿ.

Âõîäíîé ïîòîê ìîæåò áûòü îãðàíè÷åííûì
èëè íåîãðàíè÷åííûì.

Âûõîäíîé ñêëàäñêîé ïîòîê ïðåäñòàâëåí
ñîâîêóïíîñòüþ n ïîòîêîâ çàÿâîê ïîòðåáèòå-
ëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâî-
åé èíòåíñèâíîñòüþ:

ñð
T

an
1

= ,

ãäå Ò
ñð 

- ñðåäíåå çíà÷åíèå ïåðèîäà ïîñòóïëå-
íèÿ çàÿâîê.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàÿâêà ïîòðåáèòåëÿ
óäîâëåòâîðÿåòñÿ íåìåäëåííî. Äëÿ ðåøåíèÿ
ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áóäåì ñ÷èòàòü ïîòîêè
çàÿâîê è ïîñòàâîê ïðîñòåéøèìè ïóàññîíîâ-
ñêèìè, à ñðåäíèå âðåìåíà ïîñòàâîê è ñðåä-
íèå ïåðèîäû ìåæäó çàÿâêàìè - ðàñïðåäåëåí-
íûìè ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó.

Äàííàÿ ðàñïðåäåëèòåëüíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿ-
åòñÿ ñèñòåìîé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.

Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â äàí-
íîé ðàñïðåäåëèòåëüíîé ñèñòåìå, îïðåäåëÿ-

þòñÿ ñëåäóþùèìè ñîñòîÿíèÿìè: R
0
, R

1
, …,

R
k
, R

k+1
, ãäå R

0
 - ñîñòîÿíèå, êîãäà îòñóòñòâó-

åò ñïðîñ ïîòðåáèòåëåé ïðè ïîëíîì îáúåìå
çàïàñîâ èç k ìîäóëåé; R

i 
- ñîñòîÿíèå, êîãäà

óäîâëåòâîðåí ñïðîñ íà i ìîäóëåé, ò.å. çàïàñ
íà ñêëàäå ñîñòàâëÿåò (k - i) ìîäóëåé è íà÷è-
íàåòñÿ ïîñòàâêà íà ñêëàä (i =1,…,

 
k); R

k+1 
-

ñîñòîÿíèå, êîãäà ñïðîñ ïðåâûøàåò èìåþùèéñÿ
çàïàñ íà åäèíèöó è ïîòðåáèòåëü ïîëó÷àåò îò-
êàç. Ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ R

0
 â R

1
 ñîîòâåò-

ñòâóåò ñèòóàöèè óäîâëåòâîðåíèÿ îäíîé çàÿâ-
êè è óìåíüøåíèÿ çàïàñîâ íà åäèíèöó; ïåðå-
õîä èç ñîñòîÿíèÿ R

1 
â R

0
 ñîîòâåòñòâóåò ìî-

ìåíòó ïîñòàâêè ìîäóëÿ òîâàðîâ è óìåíüøå-
íèþ ñïðîñà íà åäèíèöó. Â îáùåì ñëó÷àå ïå-
ðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ R

i 
â R

i+1
 ñîîòâåòñòâóåò

ïåðåõîäó ñèñòåìû èç ñîñòîÿíèÿ, êîãäà íà
ñêëàäå îòñóòñòâîâàëî i ìîäóëåé, â ñîñòîÿíèå,
êîãäà èõ ñòàëî åùå íà åäèíèöó ìåíüøå, è
óäîâëåòâîðåíèþ îäíîé çàÿâêè ïîòðåáèòåëÿ.
Ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ R

i+1 
â R

i
 ñîîòâåòñòâóåò

ïåðåõîäó ñèñòåìû èç ñîñòîÿíèÿ, êîãäà íà
ñêëàäå îòñóòñòâîâàëî (k - i - 1) ìîäóëåé â
ñîñòîÿíèå, êîãäà èõ ñòàëî íà åäèíèöó áîëü-
øå, è ìîìåíòó ïîñòàâêè îäíîãî ìîäóëÿ, à òàê-
æå óìåíüøåíèþ ñïðîñà íà åäèíèöó.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ë
i
 èíòåíñèâíîñòü ïåðå-

õîäà ñèñòåìû èç ñîñòîÿíèÿ R
i
 â R

i+1.
 Îíà ìî-

æåò áûòü îäèíàêîâîé äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé è
ðàâíîé ñóììå èíòåíñèâíîñòåé ïîòîêîâ çàÿ-
âîê ïîòðåáèòåëåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ì

i
 èíòåí-

ñèâíîñòü ïåðåõîäà ñèñòåìû â ñîñòîÿíèå ïðè-
ðîñòà ÷èñëà ìîäóëåé íà îäèí. Åñëè ïîòîê
ïîñòàâîê ðàâíîìåðåí è íå çàâèñèò îò ÷èñëà
ðåàëèçîâàííûõ çàÿâîê, òî ì

i
 = m, à åñëè ïî-

ñòàâùèê èìååò âîçìîæíîñòü ðåàëèçîâàòü ïî-
ñòàâêè ïî ìåðå îòãðóçêè ìîäóëåé, òî ì

i
 = m

i
.

Äëÿ ðàñ÷åòà îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ñè-
ñòåìû íåîáõîäèìî çíàòü âåðîÿòíîñòíûå ïî-
êàçàòåëè ïðè ïåðåõîäå ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè.
Ïîêàçàòåëÿìè êà÷åñòâà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
ñêëàäà ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñ-
òèêè (ñòàöèîíàðíûå è íåñòàöèîíàðíûå) óäîâ-
ëåòâîðåíèÿ âñåõ çàÿâîê ïîòðåáèòåëÿ ïðè çà-
äàííîé èíòåíñèâíîñòè ïîñòàâîê: âåðîÿòíîñòü
âûïîëíåíèÿ çàÿâêè â òå÷åíèå âðåìåíè t

î
 îò

íà÷àëà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñêëàäà; ñðåäíÿÿ
âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ çàÿâîê. Äëÿ èõ îï-
ðåäåëåíèÿ ñîñòàâëåíà ìîäåëü ñèñòåìû ìàñ-
ñîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ
ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîë-
ìîãîðîâà äëÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé. Âå-
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ðîÿòíîñòü Ð
i
 - âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà

â ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè
R

i
. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà t ñóì-

ìà âåðîÿòíîñòåé âñåõ ñîñòîÿíèé ðàâíà 1:
Ð

î
(t)+ Ð

1
(t)+…+ Ð

k+1
(t) = 1.

Â äàííîé ñâÿçè ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî ñèñòå-
ìà, íàõîäÿùàÿñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t â ñîñòî-
ÿíèè R

i
, çà ïîñëåäóþùèé ýëåìåíòàðíûé ïðî-

ìåæóòîê âðåìåíè ∆t ñ âåðîÿòíîñòüþ ë
i
∆t ìî-

æåò ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå R
i+1

, ëèáî ñ âåðîÿò-
íîñòüþ ì

i
∆t - â ñîñòîÿíèå R

i-1
, ëèáî îñòàòüñÿ
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Ïðè ñîñòàâëåíèè ìîäåëè èñïîëüçîâàëèñü
ïðàâèëà Êîëìîãîðîâà: â ëåâîé ÷àñòè êàæäî-
ãî èç óðàâíåíèé ñòîèò ïðîèçâîäíàÿ âåðîÿò-
íîñòè i-ãî ñîñòîÿíèÿ, â ïðàâîé ÷àñòè - ñóììà
ïðîèçâåäåíèé âåðîÿòíîñòåé âñåõ ñîñòîÿíèé
íà èíòåíñèâíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîòîêîâ
ñîáûòèé ìèíóñ ñóììàðíàÿ èíòåíñèâíîñòü âñåõ
ïîòîêîâ, âûâîäÿùèõ ñèñòåìó èç äàííîãî ñî-
ñòîÿíèÿ, óìíîæåííàÿ íà âåðîÿòíîñòü äàííî-
ãî (i-ãî) ñîñòîÿíèÿ.

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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Îñîáåííîñòü ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé âîîáùå ñîñòîèò â òîì, ÷òî
òðåáóåòñÿ çàäàòü òàê íàçûâàåìûå íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ: Ð

î
(0)=1, Ð

1 
(0)=0, … Ð

k+1 
(0)=0.

Ãëàâíàÿ çàäà÷à ìîäåëè ñîñòîèò â îïðå-
äåëåíèè âåðîÿòíîñòåé Ð

i
, èìåþùèõ ñìûñë

ñðåäíåé äîëè âðåìåíè, êîòîðîå ñèñòåìà ïðî-
âîäèò â ýòîì ñîñòîÿíèè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé áûë èñïîëüçîâàí ÷èñëåííûé
ìåòîä Ðóíãå - Êóòòà, ðåàëèçîâàííûé â ïðî-
ãðàììíîì ïðîäóêòå Mathcad. Äàííûé ïðî-
ãðàììíûé ïðîäóêò èìååò ðÿä âñòðîåííûõ
ôóíêöèé, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðåøåíèÿ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, îäíîé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
rkfixed. Ýòà ôóíêöèÿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ áûëà ïîëó÷åíà
ìàòðèöà, ñîäåðæàùàÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé,
âû÷èñëåííûõ íà ñåòêå çíà÷åíèé. Ïðèìåíåíèå
ñîâðåìåííûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé
ïîçâîëÿåò óïðàâëÿòü ñèñòåìîé ðàñïðåäåëåíèÿ
òîâàðîâ ïóòåì îïòèìèçàöèè ðàçìåðà ïîïîë-
íÿåìîé âåëè÷èíû çàïàñîâ íà ñêëàäå áîëåå
îïåðàòèâíî.

Òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé è íàõîæäåíèÿ âåðîÿò-
íîñòè ñîñòîÿíèé ìîæíî ïðèìåíèòü ê ïîëó-
÷åííîé ñèñòåìå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è
ðåøèòü åå ìåòîäîì Ãàóññà. Ïðåîáðàçóÿ ðå-
çóëüòàò îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà,
ìîæíî îïðåäåëèòü èñêîìûå ïîêàçàòåëè êà-
÷åñòâà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû.

Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëèò îïòèìè-
çèðîâàòü ðàçìåð ïîïîëíÿåìîé âåëè÷èíû çà-
ïàñîâ íà ñïåöèàëèçèðîâàííîì ñêëàäå ïðè
ðàçëè÷íûõ ïðîãíîçèðóåìûõ êîëåáàíèÿõ ñïðî-
ñà è â çàâèñèìîñòè îò âîçìîæíîñòåé ïîñòàâ-
ùèêîâ, ÷òî îáåñïå÷èò çàäàííûé óðîâåíü ñåð-
âèñà ïðè ìèíèìàëüíûõ çàòðàòàõ íà åãî äîñ-
òèæåíèå.

1 Èññëåäîâàíèå îïåðàöèé â ýêîíîìèêå : ó÷åá.
ïîñîáèå äëÿ âóçîâ / Í.Ø. Êðåìåð [è äð.]. Ì.,
2010.
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