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Предложен новый метод решения уравнений модели Гудвина � Калецкого с учетом эффектов

запаздывания.

Одной из наиболее известных и изу�

ченных моделей приращения капитала явля�

ется модель Гудвина � Калецкого1:
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где Y � количество продукции, производимой в

единицу времени; К � капитал (объем ос�

новных фондов); А � постоянные издерж�

ки; с � доля продукции, расходуемая на

собственные нужды; (1 )ca -  � доля средств,

расходуемая на инвестиции; k � коэффи�

циент выбытия основных фондов; ( )
ext

B t �

скорость приращения капитала в результа�

те привлечения внешних инвестиций; J  �

время задержки в системе “инвестиции �

капитал”; 1-m � характерное время запазды�

вания в системе “спрос � предложение”.

Логика построения таких моделей под�

робно изложена в работах Гудвина, Калец�

кого, Аллена2.

В среднесрочных инвестиционных про�

ектах роль времени запаздывания J  очень

велика. Дело в том, что такой проект занима�

ет 2�4 года. В течение этого периода капитал

растет, в основном, за счет привлечения

средств. В этом случае на отрезке времени

[0, ]t О J  приращение капитала будет опреде�

ляться темпами производства и, в конечном

счете, величиной ( )
ext

B t . При временах t > J
это будет величина Y.

Как правило, в договоре об инвестици�

онном кредитовании, рассчитанном на 5, а

то и на 10 лет, погашение кредита идет сла�

бо зависящими от времени платежами. По�

этому модель нулевого приближения прира�

щения капитала упрощается:
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Произведем преобразование Лапласа

уравнения (2):
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Обозначим через ( )K l%  лапласовский об�

раз капитала, как функции времени t:

0

( ) ( )exp( ) .K K t t dt

Ґ

l = - lт%

Допустим, что инвестиционные потоки

(1 )
ext

Z c Y B constє a - + » , а первоначальные

инвестиции таковы, что стоимость возраста�

ет по закону є = +0 00( ) ( )K t K t K kt   при

Ј Ј J0 t ; 0
( ) 0K t > J = . В рассматриваемой

нами задаче это приближение допустимо при

условии поддержания стабильных темпов

роста производства. В данном приближении

решение уравнения (2) в лапласовских обра�

зах имеет вид3:
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где 0

0

( ) ( )
t

K e K t dt

J
- ll = т% .

В рамках сделанных предположений:

00 00

0 2

(1 )
( )

K K e
K e

- l J
- l J+ kJ k -l = - +

l l l
% .

Для вычисления временной зависимости

приращения капитала необходимо знать по�

ложение полюсов выражения (3). Для их на�

хождения исследуем уравнение:

0e k
l Jl + = .

Вначале представим это уравнение в виде

p
pe D= - , где 0D k= J і . Исследуем функ�

цию ( )
p

f p pe= . Очевидно, что ( ) ( 1)
p

f p p e= +ў ,

поэтому на вещественной оси функция ( )f p

достигает минимума при 0
1p = - . В этой точ�

ке 
1

0
( 1)f p e

-= - = - . Следовательно, если

1
D k e

-= J < , то уравнение (6) имеет два ве�

щественных корня. Если 1
k e

-=J , то имеем

один кратный корень (нулю равны и сама

функция, и ее производная). Если же

1
D k e

-= J > , то корни уравнения (6) являют�

ся комплексными. Исследуем их поведение.

Для этого представим параметр р в виде:

( )p a ib= - + .

Тогда уравнение (6) преобразуется в си�

стему уравнений:

( )
cos sin 0;

cos sin .
a

b b a b

a b b b e D
-

- =мп
н + =по

Из первого уравнения этой системы сле�

дует, что b a tgb= Ч . Отсюда второе уравне�

ние системы (8) можно преобразовать к виду,

удобному для анализа:

cos
a

a e D b
-Ч = .

Покажем это. Для этого подставим пер�

вое уравнение системы (8), приведенное  к

виду b a tgb= Ч , во второе уравнение систе�

мы (8). В результате получим:

( )cos sin
a

a b a tgb b e D
-+ Ч Ч = .

Умножая правую и левую части этого

уравнения на cosb , и принимая во внимание

тождества 
2 2

sin cos 1b b+ = , мы приходим к

уравнению (9).

Очевидно, что уравнение (9) позволяет

определить границы знакопостоянства веще�

ственной части корней уравнения (8). В са�

мом деле, при 0a =  имеем 
2

b
p=  и, следова�

тельно, 
2

D
p= . Таким образом, при

1

2
e D
- p< <  выполняется неравенство

Re( ) 0a > , а при 
2

D
p>  имеет место неравен�

ство Re( ) 0a < .

Замечательной особенностью рассматри�

ваемой задачи является то, что для нее ха�

рактерно соотношение 1
k e

-J < . То есть эко�

номически разумные значения параметров k

и q  таковы, что выражение (3) имеет два

вещественных полюса. То есть уравнение

0e k
l ql + =  имеет ровно два вещественных

корня (
1 2
,l l ), причем оба они отрицатель�

ные.

Формальное аналитическое решение урав�

нения (2) тривиально:
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( ) ( )
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i

t

i

K t e K d
i

s + Ґ
l

s - Ґ

= l l
p т %

,

где t � момент времени, в который величина

капитала равна K(t).

Явное выражение для точного аналитичес�

кого решения задачи при 1
D e

-№  имеет вид:
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м ьй щ ж цkп пґ - + +н эк ъ з ч+ + и шп пл ыо ю
е е

Таким образом, в рамках простейшей

модели удается описать влияние эффектов

запаздывания в задаче о среднесрочных ин�

вестициях, оценить величину первоначальных

инвестиций, увеличение основного капитала

за счет роста цен и скорость выбытия основ�

ных фондов за счет износа.

Следующее, более точное приближение,

логично назвать  приближением “жадного

хозяина” ( 0a = ). С экономической точки зре�

ния это приближение оправдано, если на ран�

них этапах реализации инвестиционного про�
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екта основная часть финансируется за счет

привлеченных средств. В этом случае реше�

ние системы уравнений (1) находится в при�

ближении декомпозиции. При этом уравне�

ние (2) имеет вид:

( )
( ) ( )

ext

dK t
kK t B t

dt

+ J = - + .

Его решение в лапласовских изображе�

ниях дается формулой (13):

0
( ) ( ) ( )

( ) ext
e K B K

K
e k
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l J

l l + l + J
l =

l +

% %
% .

Представим выражение (13) в виде:

0

0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ext

K kK B
K K

e k e k
l J l J

J - l l
l = l + +

l + l +

% %
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По теореме о конволюции имеем:
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где 
1

( )
2

i t

i

e
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i e k

s + Ґ l

l J
s - Ґ

= l =
p l +т

= ( )
2

1

( ) ( ) ( )
1

j

j

t

r

j j

e
t t R t

e

l

l J
=

Q - J є Q - J
+ l Jе ,

здесь ( )
r

R t  � аналитическая функция, причем

1 2
,l l  � корни уравнения  (6).

Выражение (16) справедливо в том слу�

чае, когда 1,2
Re( ) 0l < .

Соотношение (16) позволяет существен�

но упростить формулу (15). В самом деле:

[ ]
0

0

0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

t

r r ext

K t K t t

K R t R t B kK d

- J

= +Q - J ґ

м ь
ґ J + - x x - x xн э
о ю

т
В рамках используемого подхода логич�

но считать, что экономическая отдача от вне�

шних инвестиций (т.е. ( )
ext

B t ) на отрезке вре�

мени [ ]0,t О J  определяется средним темпом

капиталовложений:

( ) ( ) ( )ext
K t K t B tJ

J
+ - » .

В этом приближении первое уравнение

системы (1) на промежутке времени [ ]0,t О J
приобретает вид:

( )( )
( ) ( ) (1 ) ( )

ext

dY t
B t A t c Y t

dt
= mЧ + - - .

Решение уравнения (19) находится мето�

дом вариации произвольной постоянной. При

условии полного отсутствия внешних инвес�

тиций ( )
ext

B t  и постоянных издержек A(t)

уравнение (19) принимает вид:

0

0

( )
(1 ) ( )

dY t
c Y t

dt
= - mЧ - .

Решение этого уравнения очевидно:

( )0
( ) exp (1 )Y t C c t= Ч - m - .

Для того чтобы решить неоднородное

линейное дифференциальное уравнение (19),

необходимо объявить постоянную интегри�

рования С в решении однородного уравне�

ния на Y
0
 функцией времени:

С = С(t).

Подставляя в уравнение (19) его формаль�

ное решение, в виде

( )( ) ( ) exp (1 )Y t C t c t= Ч - m - ,

мы приходим к уравнению, определяющему

зависимость функции С = С(t) от времени:

( )
( )

( )
exp (1 )

( ) ( ) ,
ext

dC t
c t

dt

B t A t

Ч - m - =

= mЧ +

откуда с учетом начальных условий следует,

что

( )

( )
0

( ) ( ) ( )

exp (1 ) (0).

t

ext
C t B A

c d Y

=m x + x ґ

ґ m - x x +

т

Подставляя это соотношение в формаль�

ное решение уравнения (19), мы приходим к

окончательному выражению для Y(t):

( ) ( )

( )
0

( ) ( ) ( ) exp (1 ) (0)

exp (1 ) .

t

ext
Y t B A c d Y

c t

й щ
= m x + x Ч m - x x+ ґк ъ
л ы

ґ - m -

т

Предположим, что внешние инвестиции

прекращаются в момент t = J . В рамках ре�

шаемой задачи это допущение оправдано, и
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не снижает степени общности результатов

анализа. Для простоты предположим, что

( ) 0
( ) ( )

ext
B A C constx + x = » .

Тогда

( ) ( )

( )( ) ( )

0

0

0

( ) exp (1 ) (0) exp (1 )

exp (1 ) 1
(0) exp (1 ) .

1
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Y t C c d Y c t

C c t
Y c t

c

й щ
= m Ч m - x x+ Ч - m - =к ъ
л ы
й щm - -
= + Ч - m -к ъ

-к ъл ы

т

и на момент окончания внешних “вливаний”

отдача от вложений  будет равна:

( ) ( )( )1

0
( ) 1 1 exp (1 )Y t C c c

-= Ч - Ч - - m - J Ч
Рассчитаем величину K(t) в приближении

0 0
( ) ;

ext
B t B B const= Q J - = . Будем считать,

что 0 0
( ) ( )K t t B t= Q J - Ч Ч . Тогда

{

( )

0

0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 1 .

t

r r

K t B t t t

R t R t k d

- J

= Q J - +Q - J ґ

ьй щпґ J + - x - x x эк ъ
пл ыю
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При временах t > J  выражение (24) имеет

чрезвычайно простую структуру:

( )0

0

( ) ( ) ( ) 1

t

r r
K t B R t R t k d

- Jй щ
= J + - x - x xк ъ

л ы
т ,

где согласно (16):

( )
( )2 2

1 1

( )
11

j j

j

t t

r

j j jj

e e
R t

e

l l - J

l J
= =

= =
+ l J+ l Jе е .

Перепишем (25) в виде:

( )0
( ) ( ) ( ) 1

t

r r
K t B R t R kt k d

J

й щ
= J + x - + x xк ъ

л ы
т .

Совершенно очевидно, что

2 2

0

1 1

1
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1 1
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j jj j

e
K t B

l

= =

й
+ J = J + ґк + l J + l Jкл

е е
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1

1 1
1 .
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j jt t
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e kt e
k t

l l
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Обозначим через ( )
eff

I t  эффективную ве�

личину инвестиционных потоков:

( ) ( )
( ) .

eff

K t K t
I t

+ J -=
J

Тогда для времен t > J  эта величина оп�

ределяется соотношениями (27), (28).

В соответствии с этим первое уравнение

системы (1) для времен t > J  перепишется в

виде:

( )( )
( ) ( ) (1 ) ( ) .

eff

dY t
I t A t c Y t

dt
= mЧ + - -

Решение уравнения (30) имеет вид:

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) exp (1 ) ( )

exp (1 ) .

t

eff
Y t I A c d Y

c t

J

й щ
= m x + x Ч m - x x+ J ґк ъ
л ы

ґ - m -

т

Соотношения (24)�(29), (31) дают реше�

ние задачи оценки динамики финансовых по�

токов и капитала в рамках модели Гудвина �

Калецкого.
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