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Рассматриваются описание постановки и общий подход к решению задач согласования

экономических интересов участников организационных систем за счет использования

математических моделей стимулирования. Применение математических моделей стимулирования

позволяет повысить эффективность функционирования организации.

Основным аппаратом моделирования за�

дач стимулирования в теории управления яв�

ляется теория игр � раздел прикладной мате�

матики, исследующий модели принятия ре�

шений в условиях несовпадения интересов

сторон (игроков), когда каждая сторона стре�

мится воздействовать на развитие ситуации

в собственных интересах1. Простейшей иг�

ровой моделью является взаимодействие двух

игроков � центра и подчиненного ему агента.

Такая организационная система (ОС) име�

ет следующую структуру: на верхнем уровне

иерархии находится центр, на нижнем � под�

чиненный ему агент2. В качестве центра мо�

жет выступать работодатель, непосредствен�

ный руководитель агента или организация,

заключившая трудовой договор с агентом. В

качестве агента может выступать наемный

работник, подчиненный или организация,

являющиеся второй стороной по соответству�

ющему договору.

Стратегией агента является выбор дей�

ствия y∈A, принадлежащего множеству до�

пустимых (то есть удовлетворяющих существу�

ющим ограничениям) действий A. Содержа�

тельно действием агента может быть количе�

ство отрабатываемых часов, объем произве�

денной продукции и т. д. Множество допус�

тимых действий представляет собой набор

альтернатив, из которых агент производит свой

выбор, например, диапазон возможной про�

должительности рабочего времени, неотрица�

тельный и не превышающий технологические

ограничения объем производства и т. д.

Механизмом стимулирования называет�

ся правило принятия центром решений относи�

тельно стимулирования агента. Механизм сти�

мулирования включает в себя систему стимули�

рования, которая в рамках моделей, рассматри�

ваемых в настоящей работе, полностью опреде�

ляется функцией стимулирования. Функция сти�

мулирования задает зависимость размера воз�

награждения агента, получаемого им от центра,

определяемое выбираемыми им действиями.

Стратегией центра является выбор функ�

ции стимулирования σ (·) ∈ M, принадле�

жащей допустимому множеству M и ставя�

щей в соответствие действию агента некото�

рое неотрицательное вознаграждение, вып�

лачиваемое ему центром, то есть

σ : A → ℜ 1

+. Множество допустимых воз�

награждений может ограничиваться как за�

конодательно (например, минимальным раз�

мером оплаты труда), так и, например, сооб�

ражениями экономической эффективности

деятельности центра, тарифно�квалификаци�

онными требованиями к оплате труда данно�

го агента и т. д. Выбор действия y ∈ A тре�

бует от агента затрат c(y). Вводя в рас�

смотрение функцию затрат, следует пони�

мать, что это стоимостной эквивалент тех уси�

лий, которые затрачивает агент при дости�

жении результата y. Будем считать далее, что

если агент достигнет результата у, то это при�

несет центру доход H(y). Функцию затрат

агента c(y) и функцию дохода центра H(y)

будем считать известными. Обсуждение про�

блем и результатов их идентификации изло�

жены в работах3. Следует отметить, что наи�

более сложной проблемой моделирования

механизмов стимулирования является адек�

ватная идентификация функции затрат c(y).
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Интересы участников организационной

системы (центра и агента) отражены их це�

левыми функциями (функциями выигрыша,

полезности и так далее, в записи которых

зависимость от стратегии центра будет опус�

каться), которые обозначим соответственно:

Φ (y) и f (y).

Целевые функции представляют собой:

для агента � разность между стимулировани�

ем и затратами:

f (y) = s (y) � c (y),

а для центра � разность между доходом и

затратами центра на стимулирование �

вознаграждением, выплачиваемым агенту4:

F (y) = H (y) � s (y).

Рациональное поведение5 участника ОС

заключается в максимизации (выбором соб�

ственной стратегии) его целевой функции с

учетом всей имеющейся у него информации

и существующих ограничениях.

Определим информированность игро�

ков и порядок функционирования. Будем счи�

тать, что на момент принятия решения (вы�

бора стратегии) участникам ОС известны все

целевые функции и все допустимые множе�

ства. Специфика теоретико�игровой задачи

стимулирования заключается в том, что в ней

фиксирован порядок ходов (игра Г
2
 с побоч�

ными платежами в терминологии теории

иерархических игр6). Центр � метаигрок �

обладает правом первого хода, сообщая аген�

ту выбранную им стратегию � функцию сти�

мулирования, после чего при известной стра�

тегии центра агент выбирает свое действие,

максимизирующее его целевую функцию.

Таким образом описаны модели ОС (со�

став, структура, допустимые множества, це�

левые функции, информированность и поря�

док функционирования), что дает возмож�

ность сформулировать собственно задачу уп�

равления � задачу синтеза оптимального ме�

ханизма стимулирования.

Так как значение целевой функции агента

зависит как от его собственной стратегии �

действия, так и от функции стимулирования,

то в рамках принятой гипотезы рациональ�

ного поведения агент будет выбирать дей�

ствия, которые при заданной системе стиму�

лирования максимизируют его целевую фун�

кцию. Понятно, что множество таких действий,

называемое множеством реализуемых дей�

ствий, зависит от используемой центром

системы стимулирования. Основная идея

стимулирования заключается в том, что,

варьируя систему стимулирования, центр мо�

жет побуждать агента выбирать те или иные

действия.

Так как целевая функция центра зависит

от действия, выбираемого агентом, то эф�

фективность системы стимулирования

оценивается значением целевой функции цен�

тра на множестве действий агента, реализуе�

мых данной системой стимулирования (то есть

тех действий, которые агент выбирает при

данной системе стимулирования). Следова�

тельно, задача стимулирования заключается

в том, чтобы найти такую систему стимули�

рования, которая обеспечивает максимальную

эффективность. Приведем формальные оп�

ределения.

Множество действий агента, доставляю�

щих максимум его целевой функции (и, есте�

ственно, зависящее от функции стимулиро�

вания), называется множеством решений

игры, или множеством действий, реали�

зуемых данной системой стимулирования:

P ( σ ) = Arg Ay∈
max  {σ (y) � c (y)}.

Зная, что агент выбирает действия из

множества (3), центр должен найти систему

стимулирования, которая максимизировала

бы его собственную целевую функцию. Так

как множество P(σ ) может содержать более

одной точки, необходимо доопределить (с

точки зрения предположений центра о пове�

дении агента) выбор агента. Если выполнена

гипотеза благожелательности (ГБ), кото�

рую будем считать имеющей место, если не

оговорено особо, в ходе дальнейшего изло�

жения, то агент выбирает из множества (3)

наиболее благоприятное для центра действие.

Гипотеза благожелательности заключается в

следующем: если агент безразличен между

выбором нескольких действий (например,

действий, на которых достигается глобаль�

ный максимум его целевой функции), то он

выбирает из этих действий то, которое наи�

более благоприятно для центра, то есть дей�

ствие, доставляющее максимум целевой фун�

кции центра. Альтернативой для центра яв�

ляется расчет на наихудший для него выбор

агента из множества решений игры.

Следовательно, эффективность системы

стимулирования σ ∈ M равна:

(1)

(2)

(3)
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K(σ ) = 
)(

max
σ∈Py

 Φ (y),

где Φ (y) определяется (2).

Задача синтеза оптимальной системы сти�

мулирования заключается в выборе допусти�

мой системы стимулирования, имеющей мак�

симальную эффективность:

K(σ ) → 
M∈σ

max .

Отметим, что решение данной задачи “в

лоб” достаточно трудоемко. Но можно спрог�

нозировать оптимальную систему стимулиро�

вания исходя из содержательных соображе�

ний, а затем корректно обосновать ее опти�

мальность.

На рисунке изображены графики функ�

ций: H(y) и c (y). С точки зрения центра сти�

мулирование не может превышать доход, по�

лучаемый им от деятельности агента (так как,

отказавшись от взаимодействия с агентом,

центр всегда может получить нулевую полез�

ность). Следовательно, допустимое решение

лежит ниже функции H(y). С точки зрения

агента стимулирование не может быть мень�

ше, чем сумма затрат и резервная полезность

(которую агент всегда может получить, вы�

бирая нулевое действие). Следовательно,

допустимое решение лежит выше функции

c (y).

Множество действий агента и соответ�

ствующих значений целевых функций, удов�

летворяющих одновременно всем перечислен�

ным выше ограничениям (согласования и

индивидуальной рациональности, как для

центра, так и для агента), формируют “об�

ласть компромиссов” заштрихованную на

рисунке. Множество действий агента, при

которых область компромисса не пуста, на�

зывается множеством согласованных ре�

шений:

S = {x ∈ A | H(x) ≥ c(x) ≥ 0}.

Так как центр стремится минимизировать

выплаты агенту при условии, что последний

выбирает требуемое действие, то оптималь�

ная точка в рамках гипотезы благожелатель�

ности должна лежать на нижней границе

области компромисса, то есть стимулирова+

ние в точности должно равняться затра+

там агента. Этот важный вывод получил на�

звание “принцип компенсации затрат”. В

соответствии с этим принципом, для того что�

бы побудить агента выбрать определенное

действие, центру достаточно компенсировать

затраты агента.

Кроме компенсации затрат, центр может

устанавливать также мотивирующую над�

бавку δ ≥ 0. Если гипотеза благожелатель�

ности (ГБ) не выполнена, и при определении

эффективности стимулирования центр исполь�

зует максимальный гарантированный резуль�

тат (МГР) по множеству максимумов целевой

функции агента, то с формальной точки зре�

ния мотивирующая надбавка должна быть

строго положительна (но может быть выбра�

на сколь угодно малой). Если гипотеза бла�

гожелательности выполнена, то с формаль�

ной точки зрения мотивирующая надбавка

может быть выбрана равной нулю. С нефор�

мальной точки зрения мотивирующая надбав�

ка отражает аспект нематериального стиму�

лирования.

Следовательно, для того чтобы агент выб�

рал действие x ∈ A, стимулирование со сто�

роны центра за выбор этого действия долж�

но быть не меньше

σ (x) = c (x) + δ .

(4)

(5)
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Рис. Оптимальное решение задачи стимулирования

(6)

(7)
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Легко видеть, что если в случае выбора

агентом других действий (отличных от x) воз�

награждение равно нулю, то выполнены как

условия согласованности стимулирования, так

и условие индивидуальной рациональности

агента. При этом стимулирование со сторо�

ны центра является минимально возможным.

Следовательно, тем самым обосновывается,

что параметрическим (с параметром x ∈ S)

решением задачи (5) является следующая

система стимулирования:

σ
K
(x, y) = 

⎩
⎨
⎧

≠
=δ+

xy

xyxc

,0

,)(
,

которая называется компенсаторной (K�

типа).

Параметр x ∈ A, фигурирующий в ком�

пенсаторной системе стимулирования, в тео�

рии управления называется планом � жела�

тельным с точки зрения центра действием

агента. План является согласованным, если

его выполнение (выбор действия, совпадаю�

щего с планом) выгодно агенту, то есть при�

надлежит множеству реализуемых действий

(тех действий, на которых достигается мак�

симум целевой функции агента). Принцип

компенсации затрат является достаточным

условием реализации требуемого действия.

Рассмотрим теперь, какое действие сле�

дует реализовывать центру, то есть каково

оптимальное значение согласованного плана

x ∈ S .

Так как в силу (6)�(7) стимулирование рав�

но затратам агента, то оптимальным реали�

зуемым действием x* является действие, мак�

симизирующее на множестве S разность меж�

ду доходом центра и затратами агента. Сле�

довательно, оптимальный согласованный

план может быть найден из решения следу�

ющей стандартной оптимизационной задачи:

x* = arg Sx∈
max {H(x) � c (x)},

которая получила название задачи оптималь�

ного согласованного планирования7.

Отметим еще одну важную содержатель�

ную интерпретацию условия (9). Оптималь�

ный согласованный план x* максимизирует

разность между доходом центра и затратами

агента, то есть доставляет максимум суммы

целевых функций (1) и (2) участников ОС, и,

следовательно, является эффективным по

Парето. То есть, таким, что не существует

другого плана, при выполнении агентом ко�

торого, все участники ОС (и центр, и агент)

получат не меньший выигрыш, а кто�то из

них � строго больший.

Из проведенного выше анализа следует,

что решение задачи стимулирования может

быть разделено на два этапа. На первом эта�

пе решается задача согласования � опреде�

ляется множество реализуемых при задан�

ных ограничениях действий � множество со�

гласованных планов. На втором этапе ре�

шается задача оптимального согласован�

ного планирования � ищется реализуемое

действие, которое наиболее предпочтитель�

но с точки зрения центра. Подобная идеоло�

гия разбиения решения задачи управления

ОС на два этапа широко используется в тео�

рии управления и при решении более слож�

ных задач8.
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